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Resumen

El presente trabajo examina la integracién de distintos tépicos matematicos —como la teoria de
grafos, el dlgebra lineal y el andlisis de datos— para el estudio estructural de redes complejas construi-
das partir de datos relacionales. Se muestran estrategias de deteccion de comunidades aplicadas tanto a
redes simuladas como a redes reales, con el objetivo de mostrar cémo estos enfoques pueden vincularse
en un mismo marco analitico. Estas estrategias dependen del objeto del investigador, por lo que
los métodos propuestos se aplican segun el interés de la determinaciéon de comunidades. Utilizando
una base de datos real del sistema de ciencia y tecnologia argentino (SICYTAR, 2018) extraida del
sitio datos.gob.ar, asi como también una red simulada, se aplicaron tres enfoques complementarios:
el coloreo de grafos, el agrupamiento espectral y el algoritmo de Girvan-Newman. En primer lugar,
se utilizé la técnica del coloreo de grafos como estrategia organizativa para clasificar tareas, atributos
y asi generar una divisién preliminar de nodos. Luego, poniendo en préactica conceptos del dlgebra
lineal como la matriz Laplaciana y sus autovalores, se implementé el agrupamiento espectral para
detectar patrones estructurales internos. Por dltimo, se utiliz6 el algoritmo de Girvan—Newman para
identificar comunidades basadas en la eliminaciéon de aristas con un alto valor de intermediacién.
Todo este proceso siendo hecho con el paquete igraph del software R. Los resultados muestran que
la integracién de estos métodos permite modelar y optimizar la organizaciéon de redes complejas,
revelando estructuras internas poco evidentes y ofreciendo una lectura méas profunda de las redes y
datos relacionales mediante el uso conjunto de herramientas matematicas. De este modo, este trabajo
no solo aporta resultados, sino también una propuesta que puede extenderse a distintos contextos que
manejen grandes cantidades de datos, tales como sistemas educativos o instituciones cientificas.

Palabras clave: grafos, redes, analisis de datos, matriz Laplaciana, agrupamiento espectral, colo-

reo, algoritmo de Girvan-Newman.



Abstract

This paper examines the integration of different mathematical topics—such as graph theory, linear
algebra, and data analysis—for the structural study of complex networks built from relational data.
Community detection strategies are presented, applied to both simulated and real networks, with the
goal of demonstrating how these approaches can be linked within a single analytical framework, which
is the objective of this thesis. These strategies depend on the researcher’s objective, so the proposed
methods are applied according to the interest in determining communities. Using a real database
of the Argentine Science and Technology System (SICYTAR, 2018) extracted from datos.gob.ar, as
well as a simulated network, three complementary approaches were applied: graph coloring, spectral
clustering, and the Girvan-Newman algorithm. First, graph coloring was used as an organizational
strategy to classify tasks and attributes, thus generating a preliminary node division. Then, applying
concepts from linear algebra such as the Laplacian matrix and its eigenvalues, spectral clustering was
implemented to detect internal structural patterns. Finally, the Girvan-Newman algorithm was used
to identify communities based on the elimination of edges with a high betweenness value. This entire
process was performed using the igraph package of the R software. The results show that the integration
of these methods allows to model and optimize the organization of complex networks, revealing internal
structures that are not obvious and offering a deeper reading of networks and relational data through
the joint use of mathematical tools. In this way, this work not only provides results but also a proposal
that can be extended to different contexts that handle large amounts of data, such as educational
systems or scientific institutions.

keywords: Graphs, Networks, Data Analysis, Laplacian Matrix, Spectral Clustering, Coloring,
Girvan-Newman Algorithm.
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1 Introduccion

En la actualidad, el anélisis de estructuras complejas mediante modelos matematicos se ha vuelto
una herramienta esencial en diversas disciplinas, desde las ciencias sociales y la informatica hasta la
biologia y la economia (Kirman, 2008). Entre los marcos mds versitiles y potentes para representar y
estudiar relaciones entre entidades se encuentra la teoria de grafos, que permite modelar conexiones,
interacciones y flujos de informacién en sistemas de distinta naturaleza (Satish Kumar et al., 2025).
Dentro de este enfoque, uno de los objetivos centrales es la deteccién de comunidades, entendidas
como agrupamientos de nodos més conectados entre si que con el resto de la red, lo cual permite
revelar patrones, jerarquias o funciones latentes. A medida que crecen la cantidad y complejidad
de los datos disponibles, se vuelve fundamental contar con métodos que permitan no solo visualizar
esas estructuras, sino también descomponerlas, interpretarlas y extraer informacién significativa (Li
et al., 2024). En este trabajo se abordan algunas de las técnicas més representativas para el anélisis
estructural de redes, poniendo especial énfasis en herramientas provenientes de la teoria de grafos, el
dlgebra lineal y el anélisis de datos.

1.1 Algebra lineal y grafos

El &lgebra lineal y la teoria de grafos son areas fundamentales de las matemadticas que, aunque
inicialmente parecen disjuntas, comparten una relaciéon profunda, especialmente cuando se aplican en
el andlisis de estructuras complejas. En particular, las matrices, objeto central del algebra lineal,
permiten representar grafos de forma estructurada y eficiente mediante matrices de adyacencia, de
incidencia o laplacianas, abriendo asi un camino natural entre ambos campos (Bapat, 2010).

Esta representacion matricial no solo facilita la manipulacién computacional de grafos, sino que
también permite aplicar conceptos del algebra lineal como autovalores, autovectores o transformaciones
lineales en el estudio de propiedades estructurales de redes. Chung (1997) sefiala que las propiedades
espectrales de la matriz laplaciana de un grafo contienen informacion clave sobre su conectividad,
particionamiento y dindmica, lo cual ha dado lugar a un area activa conocida como teoria espectral de
grafos.

Gracias a este vinculo, herramientas del algebra lineal se vuelven esenciales en el analisis de grafos
sociales, redes neuronales, sistemas distribuidos y otros contextos donde el comportamiento de la
estructura depende tanto de sus nodos como de las relaciones entre ellos. Este entrelazamiento tedrico
permite abordar problemas complejos desde una perspectiva algebraica, facilitando tanto el modelado
como la optimizacién de redes (Newman, 2010).

1.2 Coloreo de grafos

El coloreo de grafos es una estrategia clasica que consiste en asignar colores a los vértices de un
grafo de modo que no exista par de vértices adyacentes con el mismo color. Aunque esta técnica surgié
inicialmente para problemas como la coloracién de mapas, hoy en dia sus aplicaciones son mucho mas
amplias, abarcando a&mbitos como la planificacién de horarios, la asignacion de frecuencias en redes de
telecomunicaciones y, de manera creciente, el andlisis de datos relacionales (Kannan et al., 2024).

En estos 1ltimos contextos, cuando los datos representan entidades con multiples relaciones —como
usuarios en redes sociales, tareas en sistemas compartidos o recursos que compiten entre si— modelar
dichas relaciones mediante grafos permite aplicar el coloreo para identificar bloques independientes,
evitar conflictos y organizar estructuras de datos de forma eficiente. Un ejemplo tipico es el uso del
coloreo de vértices en compiladores: variables que se usan simultdneamente se conectan mediante
aristas, y asignarles ”colores” equivale a asignarles registros diferentes (Chaitin, 1982).



Lewis (2016) explica que el coloreo no solo sirve para problemas puramente tedricos, sino que
también es crucial para optimizacién y organizacion de recursos en sistemas reales. El proceso permite
estructurar las relaciones subyacentes y reducir la complejidad de consultas o la gestion de tareas,
transformando un conjunto de datos relacionales en un modelo operativo méds manejable.

Gracias a esta flexibilidad, el coloreo de grafos se posiciona como una herramienta clave: permite
no solo entender relaciones complejas, sino también implementar soluciones practicas para distribuir
tareas, segmentar informacion y evitar conflictos en ambientes colaborativos.

1.3 Estudio de comunidades en grafos

El anélisis de comunidades en grafos consiste en identificar subconjuntos de vértices que estan maés
densamente conectados entre si que con el resto del grafo. Estos grupos reflejan patrones reales en
redes sociales, bioldgicas, colaborativas o de otro tipo, y permiten revelar estructuras latentes dentro
de los datos. En el contexto de datos relacionales, estos nodos pueden representar registros o entidades,
mientras que las aristas modelan interacciones, dependencias o similitudes entre ellos (Fortunato, 2010).

Detectar comunidades permite segmentar de manera natural el grafo, facilitando tareas como la
comprensién de grupos de usuarios, el descubrimiento de moédulos funcionales en redes biolégicas o
el agrupamiento de tareas relacionadas en sistemas distribuidos. Entre los métodos méas conocidos
se encuentran el algoritmo de Girvan—Newman, que utiliza la eliminacién iterativa de aristas con alta
intermediacion, y los enfoques basados en la optimizacién de modularidad, que miden la calidad de una
particién segun la densidad de enlaces internos frente a una distribucién aleatoria. También existen
métodos algebraicos como el agrupamiento espectral, que se basa en el andlisis de los autovalores y
autovectores de matrices asociadas al grafo —como la laplaciana—, permitiendo detectar comunidades
a través de propiedades estructurales profundas del grafo (Newman, 2010).

Fortunato (2010) también sostiene que las comunidades representan “compartimentos relativamente
independientes dentro de un sistema”, y que su identificacién es clave para entender la funcién y
organizacién de redes complejas. Ademds, describe y compara distintos enfoques, desde algoritmos
jerdrquicos hasta métodos espectrales y de optimizacién, destacando sus fortalezas y limitaciones en
términos de precisién y escalabilidad.

Asi, el estudio de comunidades no solo aporta un diagnéstico estructural del grafo, sino que también
ofrece un mecanismo para resolver problemas operativos en datos relacionales. Al identificar subcon-
juntos densamente interconectados, se facilita la construcciéon de soluciones modulares, el diseno de
consultas eficientes o la agrupacién de registros relacionados (Aggarwal & Wang, 2010).

1.4 Objetivo general y objetivos especificos

Como se ha expuesto en las secciones anteriores, la teoria de grafos ofrece un marco versatil para
modelar sistemas complejos mediante nodos y relaciones. Su vinculo con el algebra lineal permite
representar de forma matematica la estructura de redes y aplicar herramientas analiticas potentes,
como las derivadas del andlisis espectral. En este contexto, el estudio del coloreo de grafos surge
como una forma de organizacién estructural, 1til en tareas de asignaciéon o planificaciéon, mientras
que la deteccién de comunidades se orienta a revelar la segmentacién interna de redes, identificando
agrupamientos naturales o funcionales entre nodos.

Partiendo de estas ideas, el objetivo general de esta tesis es explorar y aplicar distintas estrategias de
andlisis estructural (deteccién de comunidades) en grafos, tanto sobre redes simuladas como sobre datos
relacionales reales, con énfasis en tres enfoques: el coloreo de grafos como paso organizativo inicial, el
algoritmo de Girvan—Newman como método clasico de detecciéon de comunidades, y el agrupamiento
espectral, complementado con k-means, como alternativa basada en herramientas algebraicas.



Aunque el coloreo no se clasifica formalmente como técnica de deteccién de comunidades, se lo
incorpora como un primer paso que permite estructurar el grafo y observar cémo una particiéon basada
en restricciones locales puede influir en el andlisis posterior. A través de esta combinacién de enfoques,
se busca no solo mostrar el funcionamiento técnico de cada método, sino también reflexionar sobre su
aplicabilidad en contextos donde los datos representan relaciones reales, como es el caso del conjunto
utilizado en esta investigacion. Dicho esto, los objetivos especificos son los siguientes:

1. Organizar las redes para la identificaciéon de estructuras y facilitar la interpretacion visual de las
mismas utilizando coloreo de grafos.

2. Detectar comunidades y patrones latentes con el método de agrupamiento espectral, como her-
ramienta algebraica basada en propiedades de matrices asociadas a los grafos.

3. Identificar comunidades con el algoritmo de Girvan-Newman, como método clasico fundamentado
en la eliminacién iterativa de aristas con alta intermediacion.

En sintesis, este trabajo pretende integrar herramientas provenientes de distintas areas —teoria
de grafos, algebra lineal y anélisis de datos— en un mismo marco analitico, mostrando cémo pueden
colaborar para ofrecer una lectura mas rica y estructurada de las redes complejas.

1.5 Estructura del trabajo de tesis

El desarrollo de esta tesis estard dividido en cinco secciones principales. En primer lugar, la
introduccién, donde fueron planteados los temas y objetivos de la tesis. Luego, el marco tedrico presenta
los conceptos fundamentales que sustentan el trabajo, agrupados en cuatro apartados: teoria de grafos,
coloreo de grafos, representaciones matriciales y estudio de comunidades. A continuacién, la seccién
de metodologia detalla los procedimientos aplicados, incluyendo la implementacion de algoritmos,
el uso de software especifico, las caracteristicas de la base de datos utilizada y los pasos seguidos
para el andlisis. La seccién de resultados expone los grafos obtenidos, las comunidades detectadas
y observaciones relevantes sobre su estructura. Finalmente, en la conclusion, se realiza un cierre del
trabajo con reflexiones generales, limitaciones y posibles lineas futuras de investigacién.



2 Marco Teorico

2.1 Conceptos de grafos

Un grafo es una terna G = (V,U, ®) que consiste en dos conjuntos no vacios y disjuntos, V' y
U , de elementos llamados vértices y aristas respectivamente, y de una funcién ®, frecuentemente
llamada relacién de adyacencia, que asocia a cada arista de U un par no ordenado de vértices (no
necesariamente distintos) de G. Se puede extender la definicién de grafo para cuando U = &, en este
caso la terna asociada es (V, @, &) y se tiene el grafo discreto (Braicovich et al., 2009).

Si u es una arista del grafo G, a y b son vértices tales que ®(u) = (a,b) , entonces se dice que la
arista u tiene extremos en los vértices a y b . Una arista en la que coinciden ambos extremos es llamada
bucle o lazo. Los vértices que son extremos de una misma arista, que no es bucle, se llaman vértices
adyacentes. Se aceptan aristas diferentes pero con los mismos extremos, las mismas son llamadas
aristas multiples. Cuando un grafo no tenga este tipo de aristas, diremos que es un grafo simple.

Sea G = (V,U, ®) un grafo, diremos que G es:

e Finito si los conjuntos V' y U son conjuntos finitos.
e De orden n si es finito y el nimero de elementos de V' es igual a n.

e Trivial si es discreto y de orden 1.

El grado de un vértice v del grafo G , se nota gr(v) y es el nimero de aristas con extremos en v,
se cuenta doble cada bucle. Un vértice se dice aislado cuando ninguna arista lo tiene por extremo,
por lo tanto el grado de dicho vértice es igual a cero. Un vértice se dice pendiente cuando su grado es
igual a uno. Un grafo simple sin bucles es completo si cada vértice es adyacente a todos los restantes,
notaremos K, al grafo completo de orden n.

Observacion 1: Esta definicién formal considera en su nomenclatura la relacién de adyacencia
anteriormente definida. Es importante indicar que, por comodidad, en lo que sigue y cuando no haya
lugar a confusién, se utilizara una notacion menos formal para nombrar a los grafos, la que se indica
a continuacién (Braicovich et al., 2009).

Notaremos como G = (V,U) al grafo de vértices en el conjunto V' y aristas en el conjunto U, es
decir mediante un par y no una terna. Obviamente en el conjunto U las aristas estaran indicadas
mediante pares no ordenados, para asi conocer cudles son los extremos de cada una de las mismas.
Ademsds, a partir de este punto, se emplearan como sinénimos los términos redes y grafos, nodos y
vértices, asi como enlaces y aristas.

En los estudios de redes sociales, a menudo es importante saber si es posible alcanzar algin nodo n;
desde otro nodo n;. Si es posible, también puede ser interesante saber cudntas maneras hay de hacerlo,
y cudl de esos modos es éptimo con respecto a uno de varios criterios (Tacobucci, 2013). Por ejemplo,
podriamos desear entender la comunicaciéon de informacién entre empleados en una organizacién. Una
consideracién importante es si la informacién originada en un empleado podria eventualmente alcanzar
a todos los otros empleados, y si es asi, cudntas aristas debe atravesar para llegar alli. También se
podria considerar si hay multiples rutas que un mensaje podria tomar para ir de un empleado a otro,
y si algunos de esos caminos son més o menos “eficientes” (Iacobucci, 2013).

Un camino (en inglés, walk) es una secuencia de nodos y aristas, comenzando y terminando con
nodos, en la cual cada nodo es incidente con las aristas que lo siguen y lo preceden en la secuencia.
El listado de un camino, denotado por W, es una secuencia alternada de nodos y aristas incidentes
comenzando y terminando con nodos. El nodo de inicio y el nodo del final pueden ser diferentes.
Ademas, algunos nodos pueden estar incluidos més de una vez, y algunas aristas pueden estar incluidas
mas de una vez. La longitud de un camino es el nimero de ocurrencias de aristas en él. Si una arista
estd incluida més de una vez en el camino, se cuenta cada vez que aparece. Formalizado, tenemos:



Definicién 2.1.1. Dado un grafo G = (V,U) un camino es una secuencia de vértices vivy...Upt1
y aristas aias...ap tales que a; = {v;,v;41} para todo i € {1,...,n}. La longitud del camino es n.
(Iacobucci, 2013).

Debido a que los grafos (simples) tienen como méximo una arista entre cada par de nodos, no
hay ambigiiedad sobre qué arista estd entre cualquier par de nodos, y un camino puede describirse
simplemente listando los nodos involucrados y excluyendo las aristas. El nodo inicial y el nodo final
de un camino son el primer y el iltimo nodo de W y son referidos como el principio y el final de W. El
inverso de un camino, denotado por W1, es el camino W exactamente con el orden opuesto, usando
los mismos nodos y aristas.

Un camino es el tipo de secuencia mas general de nodos adyacentes, ya que no hay restriccién sobre
que nodos y aristas puedan estar incluidos (aparte de la proximidad de los nodos). Tipos especiales
de caminos, que consideramos a continuacién, son mas restrictivos en que los nodos o aristas no sean
usados méas de una vez.

Cuando el nodo inicial y el final coinciden se dice que el camino es cerrado, y si ademas no se repiten
vértices ni aristas, se lo llama ciclo. Los recorridos y los caminos simples son caminos con caracteristicas
especiales. Un recorrido (en inglés, trail) es un camino en el cual todas las aristas son distintas, aunque
algunos nodos pueden estar incluidos mas de una vez. En el ejemplo de comunicaciones, un recorrido
significa que ningiin lazo de comunicacion se utiliza més de una vez. La longitud de un recorrido es el
nimero de aristas en él.

Un camino simple (en inglés, path) es un camino en el cual todos los nodos y todas las aristas son
distintos. Por ejemplo, un camino simple a través de una red de comunicacién significa que ningin
actor es informado mas de una vez. La longitud de un camino simple es el nimero de aristas en él.

Notese que todo camino simple es un recorrido, y todo recorrido es un camino. Asi que cualquier
par de nodos conectado por un camino simple también estd conectado por un recorrido y por un
camino. Asi, un camino es lo mas general y un camino simple es lo menos general dentro de los tipos
de "ruta” en un grafo. Dado que todos los caminos simples son caminos (pero sin repetir nodos ni
aristas), un camino simple probablemente sea mds corto comparado con un camino o un recorrido.
En un camino simple en la red de comunicaciones, ningin empleado es informado més de una vez, y
ningin par de empleados discute el asunto mas de una vez. En aplicaciones a redes sociales, a menudo
nos enfocaremos en caminos simples en lugar de caminos (Sumak & Pusnik, 2023).

Una propiedad muy importante de un par de nodos es si hay o no un camino simple entre ellos. Si
hay un camino simple entre los nodos n; y n;, entonces se dice que n; y n; son alcanzables. Por ejemplo,
si consideramos una red de comunicaciones entre personas en la que las aristas en un grafo representan
canales para la transmision de mensajes entre personas, entonces si dos actores son alcanzables, es
posible que un mensaje viaje de un actor al otro pasando el mensaje a través de intermediarios. Si
dos actores no son alcanzables, entonces no hay un camino simple entre ellos, y no hay forma de que
el mensaje viaje de un actor a otro (Holme, 2005).

Ejemplo 2.1.2. Sea G = (V,U), el conjunto V = {v1,va,v3,v4} y €l conjunto
U= {(Ulv ’UQ)a (Ula U2)7 (Ui’n UQ)a (U27 ’UQ)a (Uh U4)7 (U?n U4)}'

Con estos datos el grafo se representa a continuacién:
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Figura 1: Grafo G

Es sumamente importante destacar que no interesa la ubicacion de los vértices ni la forma o longitud
de las aristas en los grafos, pues la informacién que podemos sacar de los mismos no esta relacionada
con dichos parametros.

Se puede observar en este grafo que:

e La arista a4 es un bucle, las aristas a; y as tienen los mismos extremos, por lo que son aristas
multiples, también denominadas aristas paralelas. Por este motivo, es decir por tener aristas
multiples, no es simple el grafo G.

e Los vértices vy y v2, por ejemplo, son adyacentes y en cambio, los vértices v; y vs no lo son.

e No existen en este grafo vértices aislados ni tampoco pendientes, ya que los valores de los grados
son: gr(vi) =3, gr(vz) =5, gr(vs) =2y gr(vs) =2

e El camino C: v9,as,vs3,ag,v4 €s un camino simple al no repetirse aristas ni vértices.

2.1.1 Grafo planar
Una representacién en el plano de un grafo G = (V,U) es una funcién f tal que:
e A cada vértice v € V le hace corresponder un punto del plano R2.

e A cada arista a € U le hace corresponder una curva simple con extremos en los puntos del
plano correspondientes a los puntos extremos de a y tal que la curva no contiene otros puntos
correspondientes a vértices del grafo.
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Un grafo G admite distintas representaciones, sin embargo es importante destacar que una repre-
sentacion determina un dnico grafo.

Definicién 2.1.3. Un grafo G se dice grafo planar si G admite una representacion en el plano tal
que curvas correspondientes a aristas distintas no se cortan salvo, tal vez, en sus puntos extremos.
Una representacion tal se dice una representacion plana de G o una inmersion en el plano de G.
(Braicovich et al., 2009).

Definicién 2.1.4. Un grafo plano es un grafo planar con una dada representacion plana. Se puede
pensar que un grafo plano es una representacion plana particular. (Braicovich et al., 2009).

Al grafo que cumple con la condicién de planaridad lo llamaremos indistintamente grafo plano o
grafo planar.

Definicién 2.1.5. Un grafo G = (V,U) es bipartito si el conjunto V puede ser particionado en dos
subconguntos, Vi y Va , tal que cada arista de G tiene un extremo en el conjunto Vi y otro extremo
en el conjunto V. En particular, si G es un grafo tal que cada vértice del conjunto Vo es adyacente a
cada vértice del conjunto Vo, entonces el grafo G es bipartito completo. Notaremos con K, s, al grafo
bipartito completo, donde |Vi| =1 y |Vo| = s. (Braicovich et al., 2009)

Estas dos nociones se generalizan para el caso en que el conjunto V' puede ser particionado en k
conjuntos Vi, Vs, ..., V. En este caso, se dice que G es k-partito y k-partito completo respectivamente.
En este ultimo caso, si se tiene que |V;| = n;, 1 <i <k, el grafo serd notado K, n,.... n,- Este tipo de
grafos tiene distintas aplicaciones, una de ellas referida a la asignacién, puede ser de tareas-empleados,
de méquinas-operarios,etc.

Ejemplo 2.1.6. En una empresa deben ser realizadas 7 tareas (ti,ta,ts,...,t7) y se dispone de 5
operarios (01, 02, ..., 05). Si el operario 01 es capaz de realizar las tareas ¢ y t3 , el operario oy es capaz
de realizar las tareas t4 y g, 03 la tarea ty , 04 las tareas t5 y tg y finalmente el operario o5 es capaz de
realizar las tareas t4 y t7. Esta situacion puede ser representada mediante el siguiente grafo bipartito.
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Figura 2: Grafo bipartito

En el caso que cada uno de los 5 operarios esté en condiciones de realizar las 7 tareas, el grafo
bipartito seria completo, notdndolo en este caso K5 7, o equivalentemente K7 5.

2.1.2 Subgrafos

Dado un grafo G = (V,U) se dice que el grafo G’ = (V',U’) es un subgrafo de G si se tiene que:
V' CV y U CU. Dado un grafo G , podemos decir que G’ es subgrafo:

e cubriente si V' =V.

e inducido por U’ si estd constituido por las aristas de U’ y los vértices de G sobre los cuales
inciden estas aristas.

e inducido por V' si estd constituido por los vértices de V' y las aristas de G cuyos extremos
pertenecen a V.

Sea G = (V,U) un grafo, V' CV y U’ C U. Notaremos con G — V' al subgrafo de G inducido por
V — V' ycon G — U’ al subgrafo obtenido a partir de G eliminando las aristas pertenecientes a U’.
Particularizando este caso, tomando conjuntos V' y U’ de cardinalidad igual a 1, tenemos:

e El subgrafo restante respecto de un vértice v, es el subgrafo obtenido a partir del grafo original

omitiendo el vértice v y todas las aristas incidentes en él, simbolizaremos a este subgrafo como
Gy.
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e De manera similar al caso anterior, se dice que el grafo que se obtiene al quitar una arista a al
grafo G es llamado subgrafo restante respecto de una arista a y se nota como G,.

Ejemplo 2.1.7. Sea el grafo G = (V,U) del ejemplo 2.1.2, el que se grafica a continuacién:

Figura 3: Grafo del ejemplo 2.1.2

Pueden considerarse, entre otros, los siguientes subgrafos:
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Figura 4: Subgrafo cubriente inducido por U’

Este subgrafo es cubriente pues el conjunto de vértices del mismo coincide con el conjunto V', y se
dice inducido por el conjunto U’ = {a1, a3, ag}. Otro subgrafo que puede considerarse es el siguiente:
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Figura 5: Subgrafo no cubriente inducido por V’

Este subgrafo no es cubriente pues el conjunto de vértices del mismo no coincide con el conjunto V.
En este caso el subgrafo es inducido por el conjunto V' = {v;,v2} y puede notarse como G — {v3,v4}.

Definicién 2.1.8. Un grafo G es conexo si es trivial o, equivalentemente, para cada par de vértices
de G eziste al menos un [camino] que los une. Caso contrario, G es disconezo o no conexo.

Ejemplo 2.1.9. Damos a continuacién un grafo conexo y uno no conexo:
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Figura 6: Grafo del ejemplo 2.1.9
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Figura 7: Grafo formado por 2 componentes conexas

Un grafo disconexo consiste en dos o mas subgrafos conexos, cada uno de estos subgrafos es una
componente conexa.

t
Si Gy, Go,...... ,G¢ son las t componentes conexas de G, se tiene que: G = |J G;. El vértice v
i=1
del grafo conexo G es un istmo si el subgrafo G, no es conexo. La arista a del grafo conexo G es un
puente si el subgrafo G, no es conexo.

2.1.4 Grafo de similitud

Dado un conjunto de puntos de datos z1,...,2, y alguna nocién de similitud s;; > 0 entre todos
los pares de puntos de datos z; y x;, el objetivo intuitivo del agrupamiento (clustering) es dividir los
puntos de datos en varios grupos tales que los puntos dentro del mismo grupo sean similares entre
si y los puntos en diferentes grupos sean disimiles entre si. Si no tenemos mas informaciéon que las
similitudes entre los puntos de datos, una buena manera de representar los datos es en forma de un
grafo de similitud G = (V, E). Cada vértice v; en este grafo representa un punto de datos z;. Dos
vértices estan conectados si la similitud s;; entre los puntos de datos correspondientes x; y x; es
positiva o mayor que un cierto umbral, y la arista se pondera con s;; (von Luxburg, 2007).

Ejemplo 2.1.10. Supongamos que tenemos 4 puntos de datos x1,xs2,x3, x4 y las similitudes entre
pares de puntos estan definidas con la siguiente matriz S = (s;;) (La diagonal es 0 porque l6gicamente



no se mide similitud de un punto consigo mismo).

0 08 02 0
g_ |08 0 04 01
102 04 0 07

0 01 07 O

Si tomamos como umbral el valor 0.2 esto significa que si s;; > 0.2 hay arista y si s;; < 0.2 no la
hay. Ahora, los vértices serdn V = {v1, v2, v3,v4} donde cada uno representa un punto x; y las aristas
son U = {(v1,v2), (v1,v3), (v2,v3), (v3,v4)}. Luego nos queda el grafo de similitud.

Figura 8: Grafo de similitud

2.1.3 Grafos dirigidos

Antes de seguir con el coloreo, se repasard de manera breve el concepto de grafos dirigidos.

Dado G = (V,U, ®) en el cual los elementos del conjunto U no son aristas sino que son arcos, es decir
pares ordenados, diremos que G es un grafo dirigido y lo llamaremos digrafo. En este caso la funcién
® es llamada relacién de incidencia (Braicovich et al., 2009).

Si u es un arco, a y b son vértices, no necesariamente distintos, tales que ®(u) = [a, b], entonces se
dice que u tiene extremo inicial en a y extremo final en b. Si un arco tiene igual extremo inicial que
final es denominado bucle o lazo.

Las nociones de digrafo finito, de orden n, discreto y trivial son andlogas al caso no dirigido.
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Al igual que en el caso de grafos, utilizaremos una notacién menos formal cuando no haya lugar a
confusién. Notaremos a los digrafos como G = (V,U), donde V es el conjunto de vértices y U es el
conjunto de arcos, los que se indican mediante pares ordenados de vértices.

2.2 Coloreo

El coloreo de grafos es una técnica matematica y computacional que ha encontrado aplicaciones
en diversas areas. Este método se basa en la famosa conjetura de los cuatro colores, que establece
que cualquier mapa puede ser coloreado con solo cuatro colores de manera que no haya dos regiones
adyacentes con el mismo color (Appel & Haken, 1977).

Un tema relevante donde se puede apreciar la versatilidad del coloreo de grafos en distintas aplica-
ciones es el estudio sobre la coloracién de grafos y su uso en geograffa. Este articulo (Carrasco-Pilco,
Burgos-Cevallos, Jurado-Liberona & Nymoen-Bonilla, 2021) investiga la coloracién de grafos y es-
tablece que cualquier mapa puede ser coloreado con solo cuatro colores justamente como se dijo antes,
utilizando cuatro métodos conocidos en la demostracién del Teorema de los Cuatro Colores.

Un problema que parece haber sido mencionado por el matematico alemédn August Moebius, en
1840, y ser consecuencia directa de una hipdtesis de los fabricantes de mapas es lo que dio origen a la
conjetura de los cuatro colores, la misma, de manera formal dice lo siguiente: “Supuesto que cada pafs
estd constituido por una tunica regién conexa y que toda frontera entre paises esté formada por arcos
de curva (no las hay constituidas por un solo punto) todo mapa sobre un plano, o equivalentemente
sobre la superficie de una esfera, puede colorearse utilizando a lo sumo cuatro colores y de forma que
paises limitrofes tengan colores distintos”.

Pocos meses después de terminar sus estudios en el University College of London, Francis Guthrie
escribi6 a su hermano Frederick, quién estaba todavia en el “College” y era discipulo del matematico
Augustus De Morgan. En su carta, Francis hacifa notar a Frederick que bastaban cuatro colores para
colorear tales mapas, preguntandole si seria posible demostrar esto matematicamente. Frederick no
lo sabia y se lo consulté a su profesor De Morgan, quién lo ignoraba también. El primer testimonio
escrito sobre esta conjetura es la carta que data del ano 1852 donde Augustus De Morgan le pregunta
al matematico Hamilton sobre esta cuestion. En 1860 Charles Peirce anuncié haberla probado pero su
manuscrito nunca fue publicado.

El asunto no fue de interés general hasta el ano 1878, cuando Arthur Cayley comunica en una
reunién de la London Mathematical Society que habia sido incapaz de resolverlo y entonces si la
conjetura se constituyé en uno de los mas famosos desafios matemaéticos de la época.

Antes de pasar un ano, Alfred Kempe, abogado y miembro de la Sociedad, publicé un articulo
en el que afirmaba haber demostrado que la conjetura era verdadera. Pero once anos mas tarde, el
matematico britanico Persy John Heawood encontré un error y mostré que era valido si se sustituia
cuatro por cinco colores. A pesar de haber sido incompleto el razonamiento de Kempe contenia la
mayor parte de las ideas fundamentales que un siglo después habrian de llevar a la demostracién
correcta.

En el ano 1969 los matematicos Ore y Stemple demostraron su validez para todos los mapas con
a lo sumo cuarenta paises. Finalmente pudo ser demostrada en términos generales, en el ano 1976,
por Kenneth Appel y Wolfgang Haken, quienes recurrieron al uso del computador. Esta demostracion,
segin sus propios autores, sugiere que existe un limite para lo conseguible por métodos puramente
tedricos y agregan que con anterioridad se ha subestimado la necesidad de métodos computacionales
en las demostraciones matematicas. Mencionan tener la esperanza de que su trabajo contribuya a
avanzar en esta direccién y que esta ampliacién de las técnicas validas de demostracion justifique el
gran esfuerzo dedicado durante tantos anos a la demostraciéon del teorema de los cuatro colores.

Todos los esfuerzos realizados en la comunidad matemética con el fin de decidir respecto de la
validez de esta conjetura impulsaron el desarrollo de la topologia combinatoria y llevaron al estudio de
los grafos planares. Se ejemplifica la cuestién que ha sido mencionada tomando un mapa no coloreado
de América del Sur (Braicovich et al., 2009), el mismo se presenta a continuacién:
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Figura 9: Mapa de América del Sur

Si se intenta colorear este mapa con 3 colores de manera que paises limitrofes tengan asignado
distinto color, se comprueba que es imposible hacerlo. Se puede ver, por ejemplo, que Argentina,
Bolivia, Paraguay y Brasil limitan todos ellos entre si por lo que se necesitan como minimo 4 colores
para poder colorear el mapa.

Se puede comprobar, tal cual se muestra en esta segunda imagen del mapa, que es posible colorear
con 4 colores distintos de manera que paises limitrofes tengan diferente color.
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Figura 10: Mapa de América del Sur a color

Esta coloracién no es tnica, resulta sencillo observar, por ejemplo, que Ecuador puede ser coloreado
con el mismo color que Venezuela, Paraguay y Guayana Francesa. También se puede cambiar el color
asignado a Chile, dandole el mismo color que a Paraguay.

Es posible verificar que todo mapa en el que los limites sean segmentos y no puntos, trazado sobre
una hoja de papel puede ser representado mediante un grafo planar, donde los vértices indican los
paises y las aristas unen a aquellos que son limitrofes. A partir de esto, resulta que la ya confirmada
conjetura es equivalente a la siguiente proposicion: “Para colorear los vértices de un grafo planar es
suficiente utilizar cuatro colores”. Asi, el grafo que se presenta a continuacién e indica los limites entre
los paises de América del Sur, nos muestra la vinculacién que existe entre esta conjetura y la coloracién
de un grafo planar:
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Figura 11: Grafo planar

El coloreo de un grafo consiste en darle colores a los vértices de manera tal que a vértices adyacentes
correspondan colores diferentes.

La cantidad minima de colores necesarios para colorear los vértices de un grafo G es llamada ntimero
cromético de G y se la nota como x(G).

Los vértices del grafo G pueden ser agrupados en subconjuntos disjuntos de acuerdo con el color que
le fuera dado, estos subconjuntos son conjuntos independientes de vértices. La cantidad de conjuntos
independientes C, Co, ..., Ck en que puede ser particionado el conjunto de vértices de un grafo G, se
llama k-coloracion de G y el niimero cromético de G serd el menor niimero natural k tal que G admita
una k-coloracién.

Ejemplo 2.2.1. Si tomamos el grafo anterior podemos ver que la particion del conjunto de vértices
en cuatro conjuntos independientes de acuerdo con el color asignado es la siguiente:

Cy = {Brasil, Chile, Ecuador}

Cy = {Uruguay, Bolivia, Colombia, Surinam}

C3 = {Argentina, Pert, Guyana Briténica}

C4 = {Paraguay, Venezuela, Guyana Francesa}

En este caso y como ya se aclard en el punto anterior, esta particién no es la tnica que se puede
realizar, se presenta una distinta a continuacion:

C: = {Brasil, Chile}

Cy = {Uruguay, Paraguay, Pert, Guyana Britdnica}

C5 = {Argentina, Colombia, Guyana Francesa}

C4 = {Bolivia, Ecuador, Venezuela, Surinam}

Teorema 2.2.2. Si el valor p es el grado mdximo entre los vértices del grafo G, entonces se tiene que:
X(G) < p+1 (Braicovich et al., 2009).

Dem: Es trivial si el nimero de vértices del grafo G es igual a 1 6 2. Para los otros casos,
supondremos vélido el enunciado para todos los grafos con (n — 1) vértices y demostraremos que
también es valido para aquellos grafos con n vértices.
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Sea G un grafo con n vértices, si quitamos un vértice v cualquiera de G, el grafo G,, resultante tiene
(n — 1) vértices y por hipétesis inductiva, admite una (p — 1)-coloracién. Sean Ci,Cy, ...,Cp, Cpi1 los
conjuntos particién de V(G).

Como ¢(v) < p, hay uno de estos conjuntos C; (1 < i < p+ 1) que no contiene vértices adyacentes
a v, entonces podemos agregar este vértice a dicho conjunto C; para poder, entonces, obtener una
(p — 1)-coloracién para el grafo G, como querfamos demostrar.

Corolario 2.2.3. Si p es el grado mdzimo entre los vértices de un grafo completo de orden p + 1,
entonces X(Kpt1) = p+ 1 (Braicovich et al., 2009).

En un coloreo de vértices, cada color induce un conjunto independiente y como el grafo es completo,
todo par de nodos es adyacente, asi que cualquier conjunto independiente tiene a lo sumo un vértice,
por lo tanto, cada color podré asignarse como maximo a uno de ellos, lo que hace directo comprobar

que x(Kpt1) =p+1.

Ejemplo 2.2.4. Sea el grafo completo de orden 4, ya coloreado:

cl

Figura 12: Grafo del ejemplo 2.2.4

Es directo comprobar que es necesario asignar colores distintos a cada uno de los vértices, pues en
un grafo completo todos sus vértices se encuentran conectados entre si, lo que lleva a que cada uno de
los conjuntos particién sea unitario. En este caso particular, x(K,) = 4.

Teorema 2.2.5. (Teorema de Kénig)
Sea un grafo G, se tiene: x(G) < 2, si y sélo si, G no contiene ciclos de longitud impar (Braicovich
et al., 2009).
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Dem ida:

En este sentido es directa la demostracion ya que todo ciclo de longitud impar necesita 3 colores y
X(S) < x(G) si el grafo S es un subgrafo de G. Por lo tanto, se puede afirmar que si G contiene algiin
ciclo impar, x(G) > 3, en este caso se tiene por hipdtesis que x(G) < 2, lo que asegura que el grafo G
no contiene ciclos de longitud impar.

Dem vuelta:

Reciprocamente, se sabe por hipétesis que G no contiene ciclos de longitud impar y sin pérdida de
generalidad se supone que G es conexo, ya que en caso contrario, se aplicaria el proceso a cada una de
las componentes conexas.

Sea By = vy, donde vg es un vértice cualquiera de G. Llamese B; al conjunto de vértices adyacentes
a vg, By al conjunto de vértices distintos de vy y adyacentes a los vértices de By y general, definimos
a B; como el conjunto de vértices adyacentes a los vértices de B;_; que no estédn contenidos en Bj,
donde j < i.

Asi, se define una 2-coloracién del grafo G, como sigue:

Ci=ByUByU..yCy=ByUB3U...

Para verificar que C es independiente basta observar que cualquier vértice de C; esta unido a vg
por una cadena de longitud par. Si dos vértices de C fuesen adyacentes completarian con la arista
que los une un ciclo de longitud impar, lo que es, por hipétesis, imposible.

Un razonamiento analogo, prueba la independencia de Cs, quedando asi demostrado el teorema.

Corolario 2.2.6. El niumero cromdtico de cualquier grafo bipartito completo de orden n, K, , es
igual a 2, es decir x(Ky, ) = 2 (Braicovich et al., 2009).

Corolario 2.2.7. El niumero cromdtico de cualquier grafo bipartito Gy ., es igual a 2, es decir
X(Gn.m) = 2 (Braicovich et al., 2009).

Es directa la demostracion de los dos ultimos corolarios, ya que por ser grafos bipartitos no contienen
ciclos de longitud impar. Se ejemplifican a continuacién los corolarios anteriormente presentados.

Ejemplo 2.2.8. Se presenta el grafo G = K3 3, ya coloreado, siendo su ntimero cromatico igual a 2.
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Figura 13: Grafo del ejemplo 2.2.8

Ejemplo 2.2.9. En el siguiente grafo bipartito se puede ver claramente que sus vértices quedan
particionados en 2 clases determinadas por la coloracién.
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Figura 14: Grafo del ejemplo 2.2.9

Teorema 2.2.10. Es posible colorear con dos colores las regiones del plano determinadas por un
numero finito de rectas incluidas en €l, de manera que regiones adyacentes tengan colores diferentes
(Braicovich et al., 2009).

Dem:

Realizaremos esta demostracién utilizando inducciéon matematica sobre el niimero de rectas inclu-
idas en un plano a.

El resultado es trivial si el niimero de rectas es n = 1, se colorea cada semiplano determinado por
la recta de un color distinto, quedando entonces coloreado el plano con 2 colores.

Resta suponer verdadero el enunciado para (n — 1) rectas y demostrar que es también vélido para
n rectas.

El suponer vilido para (n — 1) rectas, significa que ya se encuentran bicoloreadas las regiones del
plano determinadas por ellas. Al trazar

una recta més en dicho plano, resulta que en uno de los semiplanos determinados por esta n-ésima
recta se debe conservar la coloracién previa y en el semiplano opuesto se deben invertir los colores,
quedando asi probado el teorema.

A continuacién se presenta un plano con distintas regiones determinadas por rectas, las que ya han
sido coloreadas de manera que regiones adyacentes tengan distinto color.
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Figura 15: Plano con regiones adyacentes de distinto color

2.3 Coloreo de grafos en asignaciéon de tareas

Se presenta a continuacién un caso ilustrativo, en el que se observa otro tipo de aplicacién del
coloreo de grafos.

La aplicacion del algoritmo de coloreo de grafos puede optimizar la asignacion de tareas en ambientes
colaborativos. Se compararon dos escenarios: uno con una distribucién aleatoria de tareas y otro con
una distribucién organizada tras la aplicacién del algoritmo de coloreo. La muestra utilizada fue
el departamento de Matemadtica de la Universidad del Comahue (UNCO), con 67 docentes y tareas
divididas en cuatro grupos: docencia, investigacién, extensién y gestion. Utilizando el software R, se
generaron grafos bipartitos para representar las asignaciones de tareas, y se analizaron métricas de
centralidad del autovector y de centralidad de grado. Los resultados mostraron que el algoritmo de
coloreo logra una distribucién mas igual y balanceada de las tareas, evitando la sobrecarga en algunos
individuos y asegurando que todos los docentes tengan tareas asignadas de manera justa.

El caso estudiado aqui se centra en aplicar estos conceptos a ambitos donde la asignacién de
tareas entre personas sea recurrente, demostrando cémo los principios del coloreo de grafos pueden ser
utilizados para mejorar la gestion y distribucién de tareas en ambientes donde un grupo de individuos
colaboran en pos de un objetivo comun o, dicho de otra manera, en un ambiente colaborativo. Por lo
tanto, el objetivo en este andlisis es demostrar como la aplicacion del algoritmo de coloreo de grafos
puede optimizar la organizacién y el equilibrio de las tareas en un ambiente colaborativo. En términos
préacticos, esto significa asegurar que todas las tareas estén asignadas de manera igualitaria, evitando la
sobrecarga de trabajo en individuos especificos y garantizando que no haya nadie sin tareas asignadas.
Este enfoque busca mejorar la eficiencia y la claridad en la gestion de tareas, creando un ambiente de
trabajo mas ordenado y balanceado.

Aqui se introducen las definiciones de centralidad de grado y de autovector que seran usadas a
continuacion.

Centralidad de grado: Es igual al niimero de vinculos o enlaces que tiene un nodo con otros nodos
en el grafo de la red. La ecuacién que representa el niimero de vecinos més cercanos para grafos no
dirigidos estd dada por la siguiente expresién, donde A es la matriz de adyacencia (véase Definicién

2.4.8):
Cp(i) =ka =Y Ay=>_ A
J J
Es decir, Cp (i) es el grado del vértice ¢ (Perez, 2022).

Centralidad del Autovector: Se encuentra asociado al mayor autovalor de la matriz de adyacencia
y mide la influencia que tiene cada nodo en una red. La centralidad del autovector definido de esta
manera otorga a cada nodo una centralidad que dependetanto de la cantidad como de la calidad de
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sus conexiones. La importancia de un nodo depende de la importancia de sus vecinos.

Vi < Z Aij’Uj

J

donde A es la matriz de adjacencia.
1
v = X ZAijUj(AU = )\’U)
J

Se selecciona el autovector asociado al mayor autovalor A = A\;, v = v

El presente caso analizado busca demostrar cémo la aplicacion del algoritmo de coloreo de grafos
puede optimizar la asignacién de tareas en ambientes colaborativos. Para ello, se plantearon dos
escenarios: el primero con una asignacién de tareas aleatoria, donde algunos individuos estan sobre-
cargados de deberes y otros no tienen ninguno; y el segundo, donde se aplica el algoritmo de coloreo
para distribuir las tareas de manera més ordenada e igualitaria. La muestra utilizada fue el depar-
tamento de Matemética de la Universidad del Comahue (UNCO), que cuenta con 67 docentes. Las
tareas se dividen en cuatro grupos: docencia, investigacién, extension y gestién. Cada grupo posee
cuatro tareas, enumeradas de la siguiente manera:
Docencia (D)
D1. Dictar clases
D2. Tomar examen
D3. Dar consulta
D4. Armar programa de materia

Investigacién (I)

I1. Publicar articulos cientificos

I2. Desarrollar proyectos

I3. Revisién por pares

I4. Tratamiento de software y herramientas

Extension (E)

E1. Disenar proyectos comunitarios
E2. Organizar capacitaciones

E3. Divulgacioén cientifica

E4. Ofrecer asesorias

Gestién (G)

G1. Supervisor de tesis

G2. Direccién de carrera

G3. Coordinacion del departamento
G4. Planificacién académica

Usando el software R y el paquete writexl, se crearon dos archivos Excel que sirvieron como base de
datos para cada escenario. En el primer escenario, las dieciséis tareas se asignaron de manera aleatoria
a los 67 docentes. Como era de esperarse, algunos docentes quedaron sobrecargados con varias tareas,
incluso pertenecientes al mismo grupo, mientras que otros no tenfan méas de una tarea asignada. En
el segundo escenario, la base de datos se ajusté para asegurar que cada docente tuviera cuatro tareas
asignadas, una de cada grupo. Posteriormente, se utilizaron los paquetes igraph y visNetwork en R
para elaborar grafos bipartitos. Los nodos representaban a los docentes y las tareas, con los grafos
denominados ” Grafo 1”7 y ” Grafo 2”7, correspondientes al primer y segundo escenario, respectivamente.
Cada grupo tuvo un color asignado y asi los nodos de las tareas se colorearon segin el grupo al que
pertenecian: De esta manera, cada docente tenia una tarea de cada grupo, garantizando que los nodos
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vecinos de las tareas fueran de diferente color, aplicando asi el algoritmo de coloreo. Finalmente,
utilizando el paquete ggplot2 en R, se generaron graficos para analizar las diferencias entre ambos
escenarios, Se realizaron graficos de barras mostrando la distribucién de tareas por docente, tablas
de contingencia que indicaban la asignacién de tareas por grupo y diagramas de caja (box plots) que
presentaban la centralidad del autovector entre los grafos. Se eligié esta métrica debido a que las de
cercania e intermediacién estan mas relacionadas con los caminos de un grafo, lo que no tenia sentido
en el contexto de grafos bipartitos.

En la Figura 12 se muestra el Grafo 1, correspondiente a la situacién antes de la asignacién de
tareas, mientras que la Figura 13 presenta un acercamiento al nodo del docente 64, donde se observa
que solo tiene asignada una tarea. Por su parte, la Figura 14 muestra el Grafo 2, correspondiente a
la situacién después de la asignacién de tareas, y la Figura 15 amplia nuevamente el nodo del docente
64, evidenciando que ahora cuenta con una tarea de cada grupo.
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Figura 16: Grafo 1
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Figura 17: Grafo 1 ampliado

Figura 18: Grafo 2
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Figura 19: Grafo 2 ampliado

A continuacién, veremos una serie de gréaficos que nos permiten comparar y analizar ambos grafos
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Distribucién de Tareas por Docente
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Figura 20: Grafico de barras

Este grafico de barras indica la centralidad de grado de cada nodo de los docentes, es decir ilustra
la cantidad de tareas asignadas a cada uno de ellos, comparando los dos escenarios diferentes: el
Grafo 1, que representa la asignaciéon aleatoria y desordenada de tareas, y el Grafo 2, que muestra
la distribucién ordenada tras la aplicacién del algoritmo de coloreo. En el eje vertical se presenta
el nimero de Tareas, mientras que en el eje horizontal se enumeran los docentes. Las barras azules
corresponden al Grafo 1 y las barras verdes al Grafo 2. En el Grafo 1, se observa una distribucién
irregular, con algunos docentes cargados con multiples tareas, incluso del mismo grupo, mientras que
otros tienen solo una tarea asignada. Esta desorganizacién genera un desequilibrio significativo en la
carga de trabajo. En contraste, el Grafo 2 muestra una distribucién mucho mas igualitaria y uniforme
de las tareas entre los docentes. Esto nos sugiere que la aplicacién del algoritmo de coloreo logra
una asignacién més balanceada, evitando la sobrecarga en algunos individuos y asegurando que todos
los docentes tengan tareas asignadas de la misma manera. El grafico refleja la eficacia del algoritmo
para optimizar la distribucién de tareas en un ambiente colaborativo, promoviendo asi un entorno de
trabajo mas equilibrado y ordenado. El siguiente box plot compara la distribucién de la centralidad
del autovector entre el Grafo 1 y el Grafo 2. En el eje y se presenta la centralidad del autovector,
mientras que el eje x diferencia entre los dos grafos.
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Centralidad del Autovector en ambos grafos
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Figura 21: Boxplot de la centralidad del autovector

El box plot del Grafo 1 (coloreado en azul), muestra una mayor variabilidad en los valores de
centralidad del autovector, con algunos valores atipicos por encima de 0.6. La mediana es méas baja
en comparacién con el Grafo 2. Esto nos sugiere que, en el escenario desordenado, hay una dispersién
mas amplia en la importancia de los nodos, con algunos docentes teniendo un rol mas central y otros
menos influyentes. En contraste, el box plot del Grafo 2 (coloreado en verde), muestra una distribucién
mas concentrada de los valores de centralidad del autovector. La mediana es mas alta, indicando que,
en promedio, los docentes tienen una mayor centralidad en el grafo ordenado, y la variabilidad es
menor. Esto nos indica que la aplicacién del algoritmo de coloreo no solo distribuye las tareas de
manera mas igualitaria, sino que también equilibra la importancia de los nodos dentro del grafo. Por
lo tanto, este grafico nos reafirma la efectividad del algoritmo de coloreo en la asignacién de tareas,
logrando una distribucién més equilibrada y ordenada de las responsabilidades entre los docentes, lo
que se refleja en la centralidad del autovector més estable del Grafo 2. En definitiva, tras mirar los
graficos, se puede concluir que la aplicacién del algoritmo de coloreo equilibra la asignacién de tareas
en términos absolutos, Por tltimo, también se puede apreciar con la siguiente tabla cuantos docentes
habia asignados con tareas de cada grupo (podian repetirse entre grupos) y como esto se ordend tras
aplicar el algoritmo de coloreo, ya que ahora se tiene a todos los docentes con tareas asignadas de
todos los grupos.

D E I G
Grafo 1 48 54 51 52
Grafo 2 67 67 67 67

Figura 22: Tabla de docentes con sus tareas

Finalizando, podemos decir que, en este marco, se ha demostrado cémo la aplicacién del algoritmo
de coloreo de grafos puede optimizar la asignacién de tareas en ambientes colaborativos. A través de
la comparacién de dos escenarios, uno con una distribucién aleatoria y otro con una distribucién orga-
nizada post-algoritmo, se evidencié que la implementacién del coloreo de grafos logra una distribucién
mas igualitaria y balanceada de las tareas entre los docentes del departamento de Matematica de la
Universidad del Comahue (UNCO). Los resultados mostraron que, al aplicar el algoritmo, no solo
se evita la sobrecarga de trabajo en algunos individuos, sino que también se asegura que todos los
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docentes tengan tareas asignadas de manera justa y ordenada. Ademads, al analizar las métricas de
centralidad del autovector se confirmé que el algoritmo de coloreo equilibra la importancia de los nodos
dentro del grafo. En conclusién, el uso del algoritmo de coloreo de grafos se presenta como una her-
ramienta efectiva para mejorar la organizacién y la eficiencia en la asignacion de tareas en ambientes
colaborativos, promoviendo asi un entorno de trabajo mas justo y productivo.

2.4 Matrices

En esta seccién se desarrollara teoria de matrices haciendo especial foco en la matriz laplaciana,
la cual es clave para el agrupamiento espectral, pero antes de ello se repasaran algunas definiciones
previas a tener en cuenta.

Definicién 2.4.1. Una matriz A € R™*" se dice simétrica si A;; = A;; V1 <0, j <n o, equivalen-
temente, si A = At. (Jerénimo, Sabia & Tesauri, 2008)

Definicién 2.4.2. Una matriz simétrica A € R" ™ es definida positiva si 7 Ax > 0 para todo x € R™
distinto de cero. Es semidefinida positiva si 7 Az > 0 para todo x € R™ distinto de cero. Es indefinida
si existen vectores y,z € R™ tal que y" Ay < 0 < 2T Az.(Horn € Johnson, 2013).

La idea de la perpendicularidad para los vectores en R™, se le llama ortogonalidad. En R? o R3,
dos vectores u y v distintos de cero son perpendiculares si el dngulo € entre ellos es un angulo recto;

esto es, si # = 72 radianes o 90°. Por tanto, ‘unl'ITUH c0s90° = 0, y se concluye que u - v = 0. Esto

motiva la siguiente definicién (Poole, 2010).
Definicién 2.4.3. Dos vectores u y v en R™ son mutuamente ortogonales si u-v =0

Definicién 2.4.4. Un conjunto de vectores {vy,va,...,v;}en R™ se llama conjunto ortogonal si todos
los pares de vectores distintos en el conjunto son ortogonales; esto es, si

v; - v; = 0 siempre que ¢ # j para i,j =1,2,...,k

Definicién 2.4.5. Un conjunto de vectores en R™ es un conjunto ortonormal si es un conjunto ortog-
onal de vectores unitarios. Una base ortonormal para un subespacio W de R™ es una base de W que
es un conjunto ortonormal.

Definicién 2.4.6. Una matriz QQ de n X n cuyas columnas forman un conjunto ortonormal se llama
matriz ortogonal.

Definiciéon 2.4.7. Una matriz cuadrada A es diagonalizable ortogonalmente si existe una matriz
ortogonal Q y una matriz diagonal D tales que QT AQ = D.

2.4.1 DMatriz de adyacencia

Definicién 2.4.8. Sea G un grafo de orden n, la matriz adyacencia de G se define como A(G) = (a;;)
donde a;; es el nimero de aristas de la forma (i,7), eventualmente i = j.

A continuacién se presenta un grafo de 5 vértices, por lo que la matriz adyacencia sera de orden 5.

Se presenta a continuacién la misma, a modo de ejemplo.

Ejemplo 2.4.9. Dado el grafo G siguiente
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Figura 23: Grafo G del ejemplo 2.4.9

La matriz adyacencia del grafo es la siguiente:

A(G) =

O R ==
O~ NN O -
O = O N
— O = =
O O OO

De la definicién de matriz adyacencia, resulta que A(G) es simétrica, ya que las aristas se indican
mediante pares no ordenados.

2.4.2 Matriz de incidencia

Antes de abordar la matriz laplaciana, que es el eje central de este apartado, se presentan las
definiciones y ejemplos de la matriz de incidencia, siguiendo a Braicovich (2009).

Definicién 2.4.10. Sea G un grafo sin bucles, de vértices x; y de aristas u;, 1 <i<n,1 <7< m.

La matriz de incidencia de G es B(G) = (b;;), donde:

,ij

1 siuj incide en x;
0 caso contrario

Ejemplo 2.4.11. Sea el siguiente grafo G
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Figura 24: Grafo del ejemplo 2.4.11

La matriz de incidencia del mismo es de orden 5 X 7, ya que cada una de las filas representa un
vértice y cada una de las columnas representa una arista:

1100000
1111000
B(G)=|0 001110
0010111
00000O01

Definicién 2.4.12. Sea el grafo dirigido G sin bucles, de vértices x; y de arcos uj, 1 < i < n,
1 <j <m. La matriz de incidencia de G es B(G) = (b;;), donde:

1 six; es vértice inicial de uy
bi; = —1  six; es vértice final de u

0 caso contrario

Ejemplo 2.4.13. Sea el siguiente grafo dirigido G
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Figura 25: Grafo del ejemplo 2.4.13

Se presenta a continuacion su matriz de incidencia, la misma es de orden 5 X 7, ya que tiene 5
vértices, representado cada uno por una fila y 7 arcos, cada uno representado por una columna;:

1 1 0 0 0 0 0
-1 -1 1 1 0 0 0
BG=|0o o o -1 -1 1 o
0 0 -1 0 1 -1 -1
0 0 0 0 0 0 1

2.4.3 Matriz laplaciana

Existe otra matriz, estrechamente relacionada con la matriz de adyacencia pero que difiere en
algunos aspectos importantes, que también puede decirnos mucho sobre la estructura de la red. Esta
es la matriz laplaciana del grafo. Para introducirla, conviene comenzar con el concepto de difusién.

La difusién es, entre otras cosas, el proceso por el cual un gas se mueve desde regiones de alta
densidad hacia regiones de baja densidad, impulsado por la presién relativa (o presién parcial) de las
diferentes regiones (Newman, 2010).

También se pueden considerar procesos de difusion en redes, y dichos procesos se utilizan a veces
como un modelo simple de propagacién en una red, como la propagacién de una idea o la propagacién
de una enfermedad.

Supongamos que tenemos alguna mercancia o sustancia de algtin tipo en los vértices de una red y
que hay una cantidad 1; de esta en el vértice . Y supongamos que la mercancia se mueve a lo largo de
las aristas, fluyendo de un vértice j a uno adyacente i a una tasa C(1); —;) donde C' es una constante
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llamada constante de difusiéon. Es decir, en un pequeno intervalo de tiempo, la cantidad de fluido que
fluye de j a i es C(¢; —1);)dt. Entonces, la tasa a la que 9; estd cambiando estd dada por:

dip;
= O3 Ayl - )
J

(1)

La matriz de adyacencia en esta expresion asegura que los tinicos términos que aparecen en la suma
son aquellos que corresponden a pares de vértices que estan efectivamente conectados por una arista.

La ecuacién (1) funciona igualmente bien tanto para redes dirigidas como no dirigidas, pero en-
foquémonos aqui en las redes no dirigidas. También consideraremos que nuestras redes son simples (es
decir, que tienen como maximo una sola arista entre cada par de vértices y no tienen auto-aristas).

Separando los dos términos en la ecuacién (1), podemos escribir:

s
Lo CZAWJ cmZAﬁCZA”wJ Cik
= CZ ij — Oizki);

(2)
donde k; es el grado del vértice 7, como es habitual, y hemos hecho uso del resultado k; = >~ A;;.
J

(Y d;; es el delta de Kronecker, que vale 1 si i = j y 0 en caso contrario.)
La ecuacién (2) puede escribirse en forma matricial como:

i

~- =C(A-D)y

(3)
donde 1 es el vector cuyas componentes son los valores 1;, A es la matriz de adyacencia, y D es
la matriz diagonal con los grados de los vértices en su diagonal:

kh 0 O
0 ko O
0 0 ks

(4)

Es comun definir a la nueva matriz como

L=D-A

(5)
de modo que la ecuacién (2) toma la forma

dyp

Ly =
dt+0¢ 0

(6)
lo cual tiene la misma forma que la ecuacién de difusién ordinaria para un gas, excepto que el
operador laplaciano V2 que aparece en dicha ecuacién ha sido reemplazado por la matriz L.

39



Por esta razén, la matriz L se llama el laplaciano del grafo, aunque su importancia va mucho mas
alld de los procesos de difusién. Como veremos, el laplaciano del grafo aparece en una variedad de
contextos diferentes, incluyendo caminos aleatorios en redes, redes de resistencias, particiéon de grafos
y conectividad de redes.

Escrito en su forma completa, los elementos de la matriz laplaciana son:

L;j=< —1 si i jy hay un vértice (¢,)
0 de lo contrario

(7)
por lo tanto, tiene los grados de los vértices en su diagonal y un elemento —1 por cada arista.
Alternativamente, podemos escribir:

Lij = bijki — Ayj

(8)
Podemos resolver la ecuacién de difusién (6) escribiendo el vector ¢ como una combinacién lineal
de los autovectores v; del laplaciano, de la siguiente manera:

G(t) = ai(t)vi

g

(9)
con los coeficientes a;(t) que varfan con el tiempo. Esto tiene sentido porque el laplaciano L del grafo
es una matriz simétrica y real, por lo tanto tiene un conjunto completo de autovectores ortogonales
que forman una base del espacio R". Asi, cualquier vector, incluido (t), puede descomponerse como
combinacién lineal de esos autovectores. Sustituyendo esta forma en la ecuacién (6) y utilizando que
Lv; = \;v;, donde )\; es el autovalor correspondiente al autovector v;, obtenemos:
dip

 HCLY = 0

%Zaivi—l—CLZaivi = 0
Z%aivi—FZCcziLvi = 0

Z(%aivﬂrC}\ivmi) = 0

i

dCLi
Z( o +CXa;)v; = 0

7

(10)

Pero los autovectores de una matriz simétrica como el laplaciano son ortogonales, y por lo tanto, al
tomar el producto punto de esta ecuacién con cualquier autovector v;, se eliminan todos los términos
de la suma excepto aquel con ¢ = j. Luego obtenemos:

dai

(Z+ O [vil* =0
da;
d C>\zz =0
ar + a
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para todo i. Nétese que ||lv;]] = 1, dado que por ser L una matriz simétrica real, sus autovectores
forman una base ortonormal, asi que sus vectores estan normalizados. Esto ultimo vale por el teorema
espectral para matrices simétricas reales, el cual garantiza que toda matriz simétrica real es diagonal-
izable mediante una base ortonormal de autovectores (para una exposiciéon més detallada, véase, por
ejemplo, Strang (2009) o Poole (2010)). Por tltimo, la ecuacién diferencial tiene la siguiente solucidn.

ai(t) = a;(0)e~ it

(12)

Dada una condicién inicial para el sistema, especificada por las cantidades a;(0), podemos entonces
resolver para el estado en cualquier instante posterior, siempre que conozcamos los autovalores y
autovectores del Laplaciano del grafo.

Observacion 2: Al conjunto de autovalores de una matriz en ocasiones se llama espectro de la
matriz. Esto es debido a que espectro es una palabra latina que significa “imagen”. Cuando los dtomos
vibran, emiten luz. Y cuando la luz pasa a través de un prisma, se dispersa en un espectro: una banda
de colores del arco iris. Las frecuencias de vibracién corresponden a los autovalores de cierto operador
y son visibles como lineas brillantes en el espectro de luz que se emite desde un prisma. Por ende,
literalmente pueden verse los autovalores del atomo en su espectro y, por esta razon, es adecuado
que se aplique la palabra espectro al conjunto de todos los autovalores de una matriz (u operador en
general).

Observacién 3: Asi como L = D — A, también se puede definir la matriz @, llamada matriz
laplaciana sin signo, que es igual a la suma de las matrices D y A, es decir @ = D + A . Una
importante propiedad de las matrices L y @ es que son semidefinidas positivas (sus autovalores son no
negativos). Ademas Q = BBT y L = NN7 | siendo B la matriz de incidencia de G y N la matriz de
incidencia de un grafo dirigido obtenido a partir de G' con cualquier orientacién de sus aristas.

Ejemplo 2.4.14. Hallar la matriz laplaciana del siguiente grafo G
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Figura 26: Grafo G del ejemplo 2.4.14

Primero calculamos la matriz de adyacencia y de grados del grafo G.
Matriz de adyacencia de G

0100 10
101010
010100
AlG) = 0 01 011
1101 00
000 1 00
Matriz de grados de G
2 0 00 0O
03 0000
00 2 000
D(G) = 000 3 00
000030
000 O0O0°1

Ahora como L(G) = D(G) — A(G) nos queda que la matriz laplaciana de G es

2 -1 0 0 -1 0
-1 3 -1 0 -1 0
0o -1 2 -1 0 0
0 0o -1 3 -1 -1
-1 -1 0 -1 3 0
0 0 0o -1 0 -1

L(G) =
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Veamos ahora algunas propiedades de la matriz laplaciana.
La siguiente proposicién resume algunas de las propiedades mds importantes de L (von Luxburg,
2007).

Proposicién 2.4.15 (Propiedades de L). La matriz L satisface las siguientes propiedades:
1. Para cada vector f € R™ tenemos

1 n
fLf = ) Z aij(fi — fj)2
ij=1
siendo f' el vector transpuesto de f, es decir es fT.
2. L es simétrica y positiva semidefinida.

3. El autovalor mds pequeno de L es 0 y su correspondiente autovector es el vector constante 1.
4. L tiene n autovalores reales no negativos 0 = Ay < Ay < ... < A\,

Dem:
1) Por la definicién de D = diag(dy,ds, ...,d,) sabemos que d; = d; cuando i = j y que d; = 0

cuando ¢ # j, ademds de que ) a;; = dj, ya que por la definicién de matriz de adyacencia sabemos

1=
que la suma de los elementos de una fila (o columna) serd igual al grado del nodo, es decir d;, con esas
cosas en mente se plantea:

fiLf = f(D-Af
f'Lf = [fDf-fAf

= Zdz'fz?* Z fifjaij

ij=1

= de2722f1fjam+zdf

7,7=1

= Zfzzam*QZfzfga1j+2fzzalj

,j=1

aij ff —2 Z fifjai; + Z aijsz)

1
= 502 2 2
1,j=1 1,j=1

N)M—l

N)\)—l

2
,Jl
}j —2fifj + 1)
2,

2) L es simétrica porque D y A lo son, mientras que por 1) f'Lf > 0 para todo f € R™, por lo que
L es semidefinida positiva.
3) Debemos probar que 1 es un autovector de L con autovalor 0, es decir L1 = 0, pero como
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a;; = d; tenemos que

o

<
Il
-

1 = (D-A4)1
= D1- A1
dy dy
dQ dg
d, d,
= 0

Luego 1 es un autovector de L con autovalor 0, y como por 2) L es simétrica y semidefinida positiva
sabemos que sus autovalores son reales y no negativos, asi que 0 es el méas pequenio de ellos.

4) Es consecuencia directa de los incisos anteriores, como L es una matriz de n X n 'y ya vimos que
sus autovalores son reales y no negativos, y el méas pequeno es 0, nos queda que 0 = A1 < Ao < ... < A,

Ejemplo 2.4.16. Sea el grafo H

Figura 27: Grafo H
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Sus matrices de adyacencia, diagonal y laplaciana respectivamente son

010
AH) = |1 0 1
010
100
DH) = (0 2 0
00 1
1 -1 0
LH) = [-1 2 -1
0 -1 1

1
Sea feR? f=12]yf = (1 2 3), verifiquemos que se cumple el inciso 1) de la proposicién
3

1 -1 0\ /1

FLf = (12 3) -1 2 —1|[2
-1 1 3
1
FLf = (-1 0 1)(2
3
fLf = (-1+3)
fLf = 2
Ahora veamos el otro lado de la igualdad
3
% Z aij(fi_fj)2 = %[au(fl —f2)2+a21(f2—f1)2+a23(f2 —f3)2+(132(f3—f2)2]
i,j=1
1< 2 1 2 2 2 2
5 2 w(fi= ) = S[1-22+@-1)°+(2-37%+(3-2)7]
i,j=1
1< ) 1
5 2 ailfi—f)? = SH+1+1+1]
i,j=1
1 g 1
52 aij(fi—fj)z = 54

s

<
Il
_

ag(fi— f;)? = 2

@

&
Il
—

DN | =
]

n
Por lo tanto se cumple que f'Lf = % > aij(fi—f;)?* asi que se verifica el inciso 1) de la proposicién.
i,j=1
Ahora calculemos los autovectores de la matriz laplaciana

1-x -1 0
det(L—X) = [ -1 2-x -1
0 -1 1—A
det(L—A) = -A(A=1)(A—3)=0
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Tenemos que los autovalores son \; = 0,A3 = 1 y A3 = 3. Como son todos reales no negativos
se verifica 4). Esto significa que L es positiva y semi-definida, ademds al ser L claramente simétrica
también se verifica 2). Por ltimo, veamos que el autovector asociado al autovalor 0 (que es el més
pequenio de L) es el autovector constante 1.

1 -1 0 1

L1 = -1 2 -1 1
0 -1 1 1
1-140

L1 = -1+2-1
0-1+1
0

L1 = 0
0

De esta forma queda comprobado 3) y asi el ejemplo verifica la proposicién completa.

El laplaciano de grafos y sus autovalores y autovectores pueden utilizarse para describir numerosas
propiedades de grafos. Un ejemplo que serd importante para la agrupacion espectral es el siguiente:

Proposicién 2.4.17 (Ndmero de componentes conexas y el espectro de L). Sea G un grafo no dirigido
con pesos no negativos. Entonces, la multiplicidad k del autovalor 0 de la matriz laplaciana L es igual
al numero de componentes conezxas Az, ..., Ay del grafo. El espacio propio asociado al autovalor 0 estd
generado por los vectores indicadores 14,,...,14, de esas componentes.

Dem: Comenzamos con el caso k = 1, es decir, el grafo es conexo. Supongamos que f es un
autovector con su autovalor asociado 0. Entonces, sabemos que

0=fLf= Z aij(fi — £;)?

i,j=1

Dado que los pesos a;; son no negativos, esta suma solo puede anularse si todos los términos
aij(fi — f;)? se anulan. Por lo tanto, si dos vértices v; y v; estan conectados (es decir, a;; > 0),
entonces f; debe ser igual a f;. Con este argumento, podemos ver que f debe ser constante para todos
los vértices que puedan conectarse mediante un camino en el grafo. Ademads, como todos los vértices
de una componente conexa en un grafo no dirigido pueden conectarse mediante un camino, f debe ser
constante en toda la componente conexa. En un grafo que consiste en una tinica componente conexa,
entonces, solo tenemos el vector constante 1 como vector propio con valor propio 0, que obviamente
es el vector indicador de la componente conexa.

Ahora consideremos el caso de k componentes conexas. Sin pérdida de generalidad, asumimos que
los vértices estan ordenados de acuerdo con las componentes conexas a las que pertenecen. En este
caso, la matriz de adyacencia A tiene una forma de bloque diagonal, y lo mismo ocurre con la matriz

L:

Ly

Notese que cada uno de los bloques L; es en si mismo una matriz laplaciana propiamente dicha,
es decir, el laplaciano correspondiente al subgrafo de la i-ésima componente conexa. Como ocurre
con todas las matrices en forma de bloque diagonal, sabemos que el espectro de L estd dado por la
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unién de los espectros de los L;, y que los autovectores correspondientes de L son los autovectores
de los L;, rellenados con 0 en las posiciones correspondientes a los otros bloques. Como cada L; es
la matriz laplaciana de un grafo conexo, sabemos que cada L; tiene el autovalor 0 con multiplicidad
1, y el autovector correspondiente es el vector constante 1 uno sobre la i-ésima componente conexa.
Por lo tanto, la matriz L tiene tantos autovalores 0 como componentes conexas hay, y los autovectores
correspondientes son los vectores indicadores de las componentes conexas.

Ejemplo 2.4.18. Consideremos el siguiente grafo G

Figura 28: Grafo G con dos componentes conexas

Este grafo tiene 4 vértice y dos componentes conexas: componente A; con los vértice 1 y 2 conec-
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tados y componente As con los vértices 3 y 4 conectados. Veamos como son sus diferentes matrices

010 0
1000
AG) = 19 0 0 1
00 1 0
1000
0100
DG = |y 01 0
000 1
1 -1 0 0
1 1 0 0
L) = 0 0 1 -1
0 0 -1 1

Si calculamos los autovalores de L obtendremos que son A = {0,0,2,2}. Esto significa que el
autovalor 0 tiene multiplicidad 2, lo que coincide con la cantidad de componentes conexas del grafo,
cumpliendose asi la primera parte de la proposicion, ya que este grafo tiene dos componentes conexas y
entonces el autovalor 0 de la matriz laplaciana tiene multiplicidad 2. Luego, los autovectores asociados
a 0son vy = (1,1,0,0)7 y vy = (0,0,1,1)7, los cuales podemos notar que son los vectores indicadores
de las componentes A; y As respectivamente, en otras palabras, los vectores propios correspondientes
a 0 son los que identifican a cada componente, ademés de que el espacio propio de A = 0 esta generado
por los vectores 14,,14,. De esta forma queda verificada la proposicion en este ejemplo.

2.5 Deteccién de comunidades

En esta seccion examinaremos el problema de la detecciéon de comunidades, que consiste en buscar
los grupos que se forman de manera natural en una red, sin importar su nimero o tamano. Esta
técnica se utiliza principalmente como una herramienta para descubrir y comprender la estructura a
gran escala de las redes (Newman, 2010).

El objetivo basico de la deteccién de comunidades es el siguiente: queremos separar la red en
grupos de vértices que tengan pocas conexiones entre ellos, con el nimero y el tamano de los grupos
sin estar fijados. Comencemos centrdndonos en un ejemplo muy simple de un problema de deteccién
de comunidades, probablemente el més simple. Consideraremos el problema de dividir una red en solo
dos grupos o comunidades que no se superpongan, es decir no solapados, sin ninguna restriccién sobre
los tamanos de los grupos, salvo que la suma de los tamanos debe ser igual al tamano total n de la red.
Asi, en esta versién simple del problema, el niimero de grupos estd determinado, pero sus tamafios no,
y deseamos encontrar la divisién “natural” de la red en dos grupos: la linea de falla (si existe) a lo
largo de la cual la red se divide de forma inherente, aunque ain no hemos definido con precisién qué
queremos decir con eso, por lo que la pregunta que estamos planteando todavia no esta bien definida.

Nuestra primera suposicién sobre como abordar este problema podria ser simplemente encontrar la
division con el tamano minimo de corte, pero sin ninguna restriccién sobre los tamanos de los grupos.
Sin embargo, basta una breve reflexién para ver que esto no funcionara. Si dividimos una red en dos
grupos permitiendo cualquier cantidad de vértices en ellos, entonces la division 6ptima simplemente
consiste en poner todos los vértices en uno de los grupos y ninguno en el otro. Esta divisién trivial
asegura que el tamano del corte entre los dos grupos sera cero—no habra aristas entre grupos porque
uno de ellos no contiene vértices. Como respuesta a nuestro problema de detecciéon de comunidades,
sin embargo, esta solucién claramente no es ttil.

Una forma de mejorar esto serfa imponer restricciones flexibles sobre los tamafnios de los grupos.
Es decir, podriamos permitir que los tamanos de los grupos varien, pero no demasiado. Un ejemplo
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de este tipo de enfoque es la particién por corte de razén (ratio cut), en la cual, en lugar de minimizar
el corte estdndar R, se minimiza el cociente R/(nins), donde ny y no son los tamafios de los dos
grupos. El denominador nins alcanza su valor mas grande, y por lo tanto reduce el cociente en la
mayor cantidad posible, cuando nq y ns son iguales, o sea ny = ny = %n . Para tamanos desiguales, el
denominador disminuye cuanto mayor es la desigualdad, y tiende a cero cuando alguno de los grupos
tiene tamafo cero. Esto elimina efectivamente las soluciones en las que todos los vértices se colocan en
el mismo grupo, ya que tales soluciones nunca dan el valor minimo del cociente, y favorece divisiones
en las que los grupos tienen tamanos aproximadamente iguales.

Sin embargo, como herramienta para descubrir las divisiones naturales en una red, el ratio cut no es
ideal. En particular, aunque permite que los tamanos de los grupos varien, sigue estando sesgado hacia
una eleccion especifica, la de grupos de igual tamano. Mas importante atn, no hay un fundamento
tedrico detrds de su definicién. Funciona razonablemente bien en algunas circunstancias, pero no hay
ninguna razén fundamental para creer que dard respuestas sensatas o que algin otro enfoque no dara
mejores resultados.

Una estrategia alternativa consiste en centrarse en una medida diferente de la calidad de una
division, mas alla del simple tamano del corte o sus variantes. Se ha argumentado que el tamano
del corte no es en si una buena medida, porque una buena division de una red en comunidades no
es solamente aquella en la que hay pocas aristas entre comunidades. Por el contrario, se argumenta
que una buena divisién es aquella en la que hay menos aristas de las esperadas entre los grupos. Si
encontramos una divisién de una red que tiene pocas aristas entre sus grupos, pero aun asi el nimero
de esas aristas es aproximadamente el que esperariamos si las aristas se colocaran aleatoriamente en
la red, entonces la mayoria de las personas diria que no hemos encontrado nada significativo. No es
el tamano total del corte lo que importa, sino cémo se compara ese tamano con lo que esperamos
observar.

De hecho, en el desarrollo convencional de esta idea no se considera el nimero de aristas entre
grupos, sino el nimero de aristas dentro de los grupos. Sin embargo, ambos enfoques son equivalentes,
yva que toda arista que esta dentro de un grupo no necesariamente esta entre grupos, asi que uno puede
calcular un valor a partir del otro, dado el nimero total de aristas en la red en su conjunto. Nosotros
seguiremos la convencién aqui y basaremos nuestros calculos en el niimero de aristas dentro de los
grupos.

Nuestro objetivo, por tanto, serd encontrar una medida que cuantifique cuantas aristas hay dentro
de los grupos en nuestra red, en relacion con la cantidad de aristas que esperariamos encontrar alli por
azar. Sin embargo, esta es una idea que ya ha sido considerada en otros contextos. Por ejemplo, en
el estudio del fenémeno de mezcla asortativa en redes, donde los vértices con caracteristicas similares
tienden a conectarse entre si, se ha introducido una medida conocida como modularidad, que toma
un valor alto cuando hay muchas mas aristas entre vértices del mismo tipo de lo que se esperaria por
azar. Este es precisamente el tipo de medida que necesitamos para resolver nuestro problema actual de
deteccién de comunidades. Si consideramos que los vértices de nuestros dos grupos representan vértices
de dos tipos distintos, entonces las buenas divisiones de la red en comunidades seran precisamente
aquellas que tengan altos valores de modularidad correspondiente.

Asi, una forma de detectar comunidades en redes es buscar las divisiones que tengan los mayores
valores de modularidad, y de hecho, este es el método méas comtnmente utilizado para la deteccion
de comunidades. La maximizacién de la modularidad es un problema dificil. Se cree que, los tnicos
algoritmos capaces de encontrar siempre la divisién con maxima modularidad tardan un tiempo ex-
ponencial en ejecutarse, y por tanto son intutiles para redes que no sean muy pequenas. Por ello, se
recurren a algoritmos heuristicos, es decir, algoritmos que intentan maximizar la modularidad de forma
inteligente, obteniendo resultados razonablemente buenos en la mayoria de los casos. No obstante, no
existe una definicién universalmente aceptada de lo que constituye una buena division de una red en
comunidades. Si bien algunos algoritmos se basan en una formulacién especifica mediante la funcién
de modularidad, existen diversas definiciones alternativas que han dado lugar a métodos distintos. En
los siguientes capitulos se presentaran algunos de estos enfoques, que no recurren directamente a la
optimizacién de la modularidad.
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2.5.1 Intermediacién de aristas

Uno de los posibles enfoques para la deteccion de comunidades es aquel centrado en las aristas.
En lugar de intentar construir una medida que nos diga qué aristas son mas centrales dentro de las
comunidades, nos enfocamos en aquellas aristas que son menos centrales, es decir, las aristas que estan
méas “entre” comunidades. En lugar de construir comunidades agregando las aristas mas fuertes a un
conjunto de vértices inicialmente vacio, las construimos eliminando progresivamente aristas del grafo
original.

La intermediacion de vértices ha sido estudiada en el pasado como una medida de la centralidad
e influencia de los nodos en las redes. Propuesta por primera vez por Freeman, la centralidad de
intermediacién de un vértice i se define como el nimero de caminos mas cortos entre pares de otros
vértices que pasan por i. Es una medida de la influencia de un nodo sobre el flujo de informacién entre
otros nodos, especialmente en casos donde el flujo de informacién en una red sigue principalmente los
caminos mas cortos disponibles.

Para encontrar qué aristas en una red estdn mas “entre” otros pares de vértices, generalizamos la
centralidad de intermediacion de Freeman a las aristas y definimos la intermediaciéon de una arista
como el ndmero de caminos mds cortos entre pares de vértices que pasan por ella (Girvan & Newman,
2002). Si hay més de un camino més corto entre un par de vértices, cada camino recibe el mismo peso
de modo que el peso total de todos los caminos es uno.

Si una red contiene comunidades o grupos que estan conectados débilmente entre si por unas pocas
aristas intergrupales, entonces todos los caminos mas cortos entre diferentes comunidades deben pasar
por una de estas pocas aristas. Por lo tanto, las aristas que conectan comunidades tendran una alta
intermediacion. Al eliminar estas aristas, separamos los grupos entre si y revelamos asi la estructura
de comunidades subyacente del grafo.

El algoritmo que proponemos para identificar comunidades se enuncia de la siguiente manera:

1. Calcular la intermediacion de todas las aristas en la red.

2. Eliminar la arista con mayor intermediacién.

3. Recalcular las intermediaciones de todas las aristas afectadas por la eliminacion.

4. Repetir desde el paso 2 hasta que no queden aristas.

Desde el punto de vista practico, calculamos las intermediaciones utilizando el algoritmo réapido de
Newman, que calcula la intermediacion para las m aristas de un grafo con n vértices en un tiempo
O(mn) (es decir que el tiempo de ejecucién crece proporcionalmente al producto del nimero de aristas
por el nimero de vértices). Dado que este célculo debe repetirse tras la eliminacién de cada arista, el
algoritmo completo se ejecuta, en el peor de los casos, en tiempo O(m?n).

Sin embargo, después de eliminar cada arista, solo es necesario recalcular las intermediaciones de
aquellas aristas que se vieron afectadas por la eliminacién, lo cual, como mucho, incluye solo las que
estan en el mismo componente que la arista eliminada. Esto significa que el tiempo de ejecucion puede
ser mejor que el peor caso en redes con una estructura de comunidades fuerte (es decir, aquellas que
rapidamente se fragmentan en componentes separados tras las primeras iteraciones del algoritmo).

Para tratar de reducir atin mas el tiempo de ejecuciéon del algoritmo, uno podria verse tentado a
calcular las intermediaciones de todas las aristas una sola vez y luego eliminarlas en orden decreciente
segun su intermediacion. Sin embargo, descubrimos que esta estrategia no funciona bien, ya que si dos
comunidades estdn conectadas por més de una arista, no hay garantia de que todas esas aristas tengan
una alta intermediacién: solo sabemos que al menos una la tendrd. Al recalcular las intermediaciones
tras la eliminacion de cada arista, aseguramos que al menos una de las aristas restantes entre dos
comunidades siempre tendrd un valor alto.

Ejemplo 2.5.1. Identificar las comunidades del siguiente grafo G utilizando el algoritmo de Girvan-
Newman.
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Figura 29: Grafo G del ejemplo 2.5.1

Calculamos la intermediacién de todas las aristas de la red, contando primero los caminos mas
cortos entre pares de vértices que pasan por las aristas.

[Caminos mas cortos desde Camino
A-B A—B
A-C A—C
A-D A—-C—D
A-E A—-C—-D—E
A-F A—-C—-D—F
B-C B—C
B-D B—-C—D
B-E B—-C—D—>E
B-F B—-C—-D-—>F
C-D C—D
C-E C—-D—=E
C-F C—-D—>F
D-E D—E
D-F D—F

| E-F E-F |
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Conociendo los caminos tenemos que la intermediacién de aristas es

Arista Intermediacién
A—B 1

A—C
B—C
C—=D
D—E
D—>F
E—-F

— o s O

Como la arista C—D es la que tiene el valor de intermediaciéon maés alto la eliminamos, luego el
grafo queda.

Figura 30: Grafo G con comunidades identificadas

Claramente ahora las aristas restantes tienen todas la misma intermediacién, ademéas que se pueden
identificar facilmente dos comunidades, una con los nodos A,B y C, y una segunda comunidad con los
nodos D.E y F.

2.5.2 Agrupamiento particionado: algoritmo k-means
Uno de los enfoques posibles para la detecciéon de comunidades es el agrupamiento (o clustering)

particionado, que busca dividir el conjunto de nodos en un nimero fijo de grupos, maximizando la
cohesién interna y minimizando la dispersion entre grupos. Un algoritmo representativo de esta clase
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es k-means, ampliamente utilizado en distintos dominios del andlisis de datos. Aunque su aplicacién
directa sobre grafos no es inmediata, puede utilizarse cuando los nodos se representan en un espacio
vectorial-por ejemplo, como ocurre en el agrupamiento espectral, donde se proyectan sobre autovectores
seleccionados de la matriz laplaciana-. En esta seccidn se presentard k-means como técnica general de
agrupamiento, y mas adelante se aplicard dentro del marco del agrupamiento espectral.

Los algoritmos de clustering particionado construyen grupos en los que cada individuo pertenece a
solo uno de ellos y el niimero de clisteres es solo uno (Alonso, Largo & Hoyos, 2025). Cada individuo
puede pertenecer a multiples grupos, dependiendo del punto de la construccién del algoritmo; en este
caso los clusteres se sobreponen.

En este capitulo nos concentraremos en desarrollar un tipo de clistering particionado, que es in-
tuitivo y computacionalmente no muy costoso. El clustering particionado es una forma de conformar
los grupos que son mutuamente excluyentes; es decir, subconjuntos de individuos que no se sobrepo-
nen, como se presenta en la Figura 27. Estudiaremos el algoritmo k-means, que es un algoritmo de
aprendizaje no supervisado, es decir, un tipo de aprendizaje automético' en el que el modelo intenta
identificar patrones o estructuras en los datos sin que se le proporcionen etiquetas o respuestas correc-
tas de antemano (Murphy, 2012). Con seguridad, este es uno de los algoritmos mds populares y, a su
vez, sencillo.

Como cualquier otra técnica de clistering, la idea principal detras del algoritmo de k-means es
dividir los individuos en k grupos de tal manera que los puntos dentro de cada grupo sean lo maés
similares posible entre si y lo mas diferentes posible de los puntos de otros grupos. La peculiaridad que
llama la atencion de esta aproximacién es que va construyendo iterativamente los grupos al minimizar
la suma de las distancias al cuadrado de cada punto al centroide més cercano. Intuitivamente, el
centroide es un punto medio de todos los individuos que pertenecen a un grupo (ver Figura 27).

IE] aprendizaje automdtico (o machine learning) puede definirse como un conjunto de métodos que detectan au-
tomaticamente patrones en los datos y los utilizan para predecir informacién futura o tomar otro tipo de decisiones en
condiciones de incertidumbre (como planificar como recopilar més datos) (Murphy, 2012).
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Centroides

Figura 31: Representacién de un algoritmo de clustering empleando k-means

Para entender la intuicién de este algoritmo, veamos los pasos para realizar un clistering parti-

cionado, usando el algoritmo k-means para un determinado nimero de clusteres k:
1. Elegir aleatoriamente k centroides a partir de los datos disponibles.
2. Calcular las distancias de cada observacion a los centroides.
3. Agrupar individuos al centroide mas cercano.
4. Recalcular el centroide usando la media aritmética.
5. Agrupar de nuevo al centroide més cercano.
6. Repetir los pasos 4 y 5 hasta que no se produzca ningtin cambio en la asignacién de los individuos
a los clusteres o se alcance un nimero maximo de iteraciones.
El algoritmo k-means, solo funciona para variables cuantitativas. Ademds, para no ver afectado el

analisis de clustering por la escala de las variables, se emplean variables estandarizadas.

En la Figura 28 podemos ver el algoritmo k-means en accién. En el panel a tenemos k centroides
al azar, en el panel b se calcula la distancia de cada individuo a los centroides. Luego en el panel c
aparecen los clusteres conformados para que ya en el panel d se puedan ver las comunidades identifi-
cadas. Mas en detalle, el algoritmo de k-means inicia seleccionando k centroides al azar, donde k = 3

es el nimero de grupos que queremos conformar. Cada color es un centroide elegido al azar.
Luego se calcula la distancia de cada individuo a los centroides y se asigna al centroide més cercano,

conformando los clisteres.
A continuacion, se calcula la media aritmética al interior de cada cluster, siendo esta media el
nuevo centroide. Se repite el respectivo calculo de distancia al nuevo centroide, asi como la asignacién

de cada observacién al grupo.
Esto se desarrolla de manera iterativa hasta que ya no se cambien de grupo los individuos o hasta
cierto niumero de iteraciones que se definan arbitrariamente. Al final, tal y como se dijo antes, el

objetivo es llegar a algo como lo que se presenta en el panel d de la Figura 28.
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Panel a: Panel b:

Panel c: Panel d:
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Figura 32: Algoritmo k-means. Los paneles se asocian a distintas etapas del algoritmo

Matematicamente, para asignar cada individuo a su centroide mas cercano se quiere minimizar la
suma de las distancias cuadraticas a las medias. Formalmente,

k
. 2
mind> 37 - i
t=1 T €5S;
(13)
donde (x1,z2,x3,...2,) son las observaciones de d dimensiones, k es el ntimero de grupos a formar
y S =51,59,.., 5% es la suma de los cuadrados dentro de cada grupo. Para actualizar el centroide en
la siguiente iteracién (t 4 1) se emplea la siguiente expresion:

(14)
El algoritmo termina cuando los individuos no cambian de clister entre iteraciones.

2.5.3 Método del codo

Para la construccién de clisteres es necesario un criterio para determinar el nimero de grupos
razonables, ya que seleccionar el niimero necesario no es una tarea trivial. Uno de los criterios mas
populares para determinar el niimero de clusteres es el método del codo, asi que antes de proceder con
el agrupamiento espectral, veamoslo un poco mas en detalle.

Este método es tal vez el mas conocido y parte de la idea fundamental de las tareas de armar
agrupaciones. Recordemos que lo que se busca es encontrar clisteres, de forma que la distancia al
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interior de los grupos sea la mas baja posible. Es decir, que la distancia intraclister sea la menor
posible. Una medida de esa distancia intraclister es la variacién total intraclister (WSS por su sigla
en inglés de Withincluster Sum of Square) que se define como la suma de las distancias de cada una
de las observaciones al respectivo centro o centroide del cluster.

La suma de cuadrados de todas las observaciones que pertenecen a un conglomerado es una medida
de la variabilidad de las observaciones dentro de cada cluster. En general, un conglomerado que tiene
una suma de cuadrados pequena es mas compacto que uno que tiene una suma de cuadrados grande.
Asi, la suma (total) de todas estas medidas de variabilidad de los clisteres (WSS) es una medida de
qué tanta variabilidad presentan las observaciones para un determinado ntmero de clisteres k.

Entonces, para encontrar el nimero éptimo de k, se acostumbra graficar en el eje horizontal el
nimero de clisteres y en el eje vertical el WSS (ver Figura 29). El numero éptimo de clisteres
corresponderd al valor de k para el cudl se presente una caida repentina y mas grande en el WSS, de
tal manera que la grafica parece tener un “codo” (de ahi el nombre del método).

En la Figura 29 se presentan diferentes representaciones de la curva WSS y la seleccion del niimero
optimo de clisteres empleando la técnica del codo. Noten que estamos buscando dénde se presente la
mayor caida en el WSS de tal manera que se observa una forma de codo recogido. Por la manera como
se selecciona el mejor claster, este método de seleccién del ntimero de grupos no permite comparar
entre diferentes algoritmos de formacion de clusteres.

Panel a Panel b

wss

(Total Within Sum of Squares)
wss
(Total Within Sum of Squares)

wss

(Total Within Sum of Squares)
wss

(Total Within Sum of Squares)

K K
(ndmero de clisteres) (ndmero de clisteres)

Figura 33: Representacién de la seleccién del nimero de clisteres éptimos con el método del codo

2.5.4 Agrupamiento espectral

Supongamos que tenemos un conjunto de n objetos 1, x3, ..., , con una funcién de similitud por
pares sim definida entre ellos, la cual es simétrica y no negativa; es decir, sim(x;, z;) = sim(x;,2;) > 0,
para todo 4,5 = 1,...,n. A partir de esta funcién, es posible construir una matriz S € R"*", la cual
cuantifica el grado de semejanza entre cada par de elementos del conjunto. Formalmente, la entrada
S;; de la matriz estd dada por S;; = sim(z;,z;), donde sim es la funcién de similitud mencionada
antes que asigna un valor real no negativo a cada par de objetos. A esta matriz la llamaremos matriz
de similitud S.

El agrupamiento espectral incluye todos los métodos y técnicas que particionan el conjunto en
clusteres utilizando los autovectores de matrices como la matriz de similitud S u otras matrices
derivadas de ella (Fortunato, 2010). En particular, los objetos podrian ser puntos en algin espa-
cio métrico o los vértices de un grafo. El agrupamiento espectral consiste en una transformacion del
conjunto inicial de objetos a un conjunto de puntos en un espacio, cuyas coordenadas son elementos
de autovectores: luego, este conjunto de puntos se agrupa usando técnicas estandar como el agru-
pamiento k-means. Uno podria preguntarse por qué es necesario agrupar los puntos obtenidos a través
de los autovectores si uno podria agrupar directamente el conjunto inicial de objetos usando la matriz
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de similitud. La razén es que el cambio de representacién inducido por los autovectores hace que
las propiedades de agrupamiento del conjunto de datos inicial sean mucho més evidentes. De este
modo, el agrupamiento espectral puede separar puntos de datos que no podrian distinguirse aplicando
directamente k-means, ya que este ultimo tiende a producir conjuntos convexos de puntos.

En este capitulo seguiremos, segin von Luxburg (2007), un enfoque basado en el agrupamiento
espectral de grafos.

El laplaciano es, por mucho, la matriz més utilizada en agrupamiento espectral. En la seccién
anterior se muestra que el laplaciano no normalizado de un grafo con k& componentes conexas tiene k
valores propios iguales a cero. En ese caso, el laplaciano puede escribirse en forma de bloque diagonal,
es decir, los vértices pueden ordenarse de tal manera que el laplaciano muestre k bloques cuadrados a lo
largo de la diagonal con algunas entradas distintas de cero, mientras que todos los deméas elementos son
nulos. Cada bloque es el laplaciano del subgrafo correspondiente, por lo tanto, tiene como autovector
trivial un vector con componentes (1, 1,...,1,1). Asi, hay k autovectores degenerados con componentes
no nulas en los vértices de un bloque, mientras que todos los demds componentes son cero. De
esta manera, a partir de los componentes de los autovectores, uno puede identificar las componentes
conexas del grafo. Por ejemplo, consideremos la matriz n x k cuyas columnas son estos k£ autovectores
mencionados. La fila i-ésima de esta matriz es un vector con k componentes que representa al vértice ¢
del grafo. Los vectores que representan a vértices en la misma componente conexa del grafo coinciden,
y sus extremos se ubican sobre uno de los ejes de un sistema de coordenadas de k dimensiones (es decir,
son vectores del tipo (0,0, ...,1,0,...,0,0)). Asi, al graficar los vectores de los vértices, se observaran k
puntos distintos, cada uno en un eje diferente, correspondientes a las componentes del grafo.

Si el grafo es conexo, pero consiste en k subgrafos débilmente conectados entre si, el espectro del
laplaciano tendra un valor propio cero y los demaés seran positivos. En este caso, el laplaciano no
puede ponerse en forma de bloque diagonal: incluso si uno enumera los vértices segin su pertenencia a
clisteres (primero los de un cliister, luego los de otro, etc.), siempre habra entradas no nulas fuera de los
bloques. Sin embargo, los & — 1 valores propios no nulos méas pequenos siguen estando cerca de cero, y
los vectores de vértices correspondientes a los primeros k autovectores atin deberian permitir distinguir
claramente los clisteres en un espacio de k dimensiones. Los vectores de vértices correspondientes al
mismo clister ya no coinciden exactamente, pero siguen estando bastante cerca entre si. Por lo tanto,
en lugar de k puntos, se observaran k grupos de puntos, con los puntos de cada grupo localizados cerca
unos de otros y alejados de los deméds grupos. Técnicas como k-means pueden entonces recuperar
facilmente los clisteres.

En principio, todas las matrices simétricas que pueden ponerse en forma de bloque diagonal tienen
un conjunto de autovectores (tantos como bloques) cuyas entradas son distintas de cero en los vértices
del bloque y cero en los demads, al igual que el laplaciano. La matriz de adyacencia también tiene esta
propiedad, por ejemplo. Esta es una condicién necesaria para que los autovectores se puedan usar
exitosamente en el agrupamiento de grafos, pero no es suficiente. Vale la pena aclarar que si la matriz
no fuera simétrica, todo lo anterior no valdria, los autovalores podrian ser complejos, o los autovectores
no ser ortogonales por ejemplo. Para el caso del agrupamiento espectral, esto representa un problema
porque la técnica depende de que los autovectores "reflejen” la estructura de clusteres del grafo, algo
que requiere de la simetria para que funcione, por lo tanto, si la matriz no es simétrica, no se garantiza
que se pueda usar para el agrupamiento espectral de forma confiable.

En el caso del laplaciano, sabemos que los autovectores correspondientes a los k valores propios
ma&s pequenos provienen cada uno de una de las componentes. En cambio, en la matriz de adyacencia
A, puede suceder que los valores propios grandes correspondan a la misma componente. Por lo
tanto, si uno toma los autovectores correspondientes a los k valores propios més grandes (que son la
contraparte de los valores propios bajos del laplaciano, ya que L = D — A), algunos componentes
estaran sobrerrepresentadas mientras que otras no apareceran. Por eso, usar los autovectores de A en
agrupamiento espectral no es, en general, confiable.

Ademis, los elementos de los autovectores correspondientes a las componentes deben estar sufi-
cientemente alejados de cero. Para entender esto, supongamos que tomamos una matriz (simétrica y
en bloque diagonal), y que uno o més elementos de un autovector correspondiente a una componente
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conexa estdn muy cerca de cero. Si se perturba el grafo, o en otras palabras, se modifica ligeramente
su estructura (ocasionando algin cambio a la matriz asociada del grafo), agregando aristas entre difer-
entes componentes, todas las entradas de los autovectores perturbados se vuelven no nulas, y algunas
pueden tener valores comparables a los elementos mas pequenos de los autovectores en los bloques.
Por lo tanto, distinguir los vértices de diferentes componentes puede volverse problemético, incluso
si la perturbacién es bastante pequena, y las malas clasificaciones son probables. Ahora que hemos
explicado por qué la matriz laplaciana es particularmente adecuada para el agrupamiento espectral,
procedemos a describir el método.

El agrupamiento (clustering) espectral utiliza la matriz laplaciana L. Las entradas son la matriz de
adyacencia A y el namero k de clisteres que se desean recuperar. El primer paso consiste en calcular
los vectores propios correspondientes a los k valores propios mas pequenos de L. Luego, se construye
la matriz U de tamano n X k, cuyas columnas son esos k vectores propios. Las n filas de U se utilizan
para representar los vértices del grafo en un espacio euclidiano de k dimensiones, mediante un sistema
de coordenadas cartesianas. Finalmente, los puntos son agrupados en k clisteres utilizando k-means.

En conclusién, asi quedan resumidos los pasos del algoritmo de agrupamiento espectral.

Suponemos que nuestros datos consisten en n ”puntos” x1, ..., z, que pueden ser objetos arbitrar-
ios. Medimos sus similitudes por pares s;; = s(z;, ;) mediante alguna funcién de similitud que sea
simétrica y no negativa, y denotamos la matriz de similitud correspondiente como S = (s;5)i j=1,....n-

Entrada: Matriz de similitud S € R™*", ntimero k de cldsteres a construir.

e Construir un grafo de similitud. Sea A su matriz de adyacencia.

e (Calcular el laplaciano L .

e Calcular los primeros k autovectores uq, ..., ur de L.

e Formar la matriz U € R™** que contiene los vectores uy, ..., u; como columnas.
e Parai=1,....,n, sea y; € R* el vector correspondiente a la i-ésima fila de U.

e Agrupar los puntos (y;)i=1,..» en R”* clisteres utilizando el algoritmo k-means, obteniendo los
clusteres C1, ..., Ck.

Salida: Clasteres Ay, ..., Ay donde A; = {j| y; € C;}.

Con el fin de ejemplificar el funcionamiento del algoritmo de agrupamiento espectral de manera clara
y accesible, se presenta a continuacién un ejemplo simplificado construido manualmente. Debido a que
calcular todas las etapas del algoritmo —como la construccion de la matriz laplaciana, el cdlculo de sus
autovalores y autovectores, y la posterior transformacion espectral— puede resultar algebraicamente
extenso, se optd por comenzar desde una matriz de coordenadas reducida, que simula el resultado de
las etapas previas del método.

Esta matriz, que puede interpretarse como una matriz U € R™** compuesta por los k autovectores
correspondientes a los menores autovalores de la matriz laplaciana, sirve como base para aplicar la
ultima fase del algoritmo: el agrupamiento mediante k-means. Las filas de dicha matriz representan
las muestras proyectadas en el espacio espectral, y sobre ellas se ejecuta el algoritmo de agrupamiento
para particionar los nodos en k comunidades.

Este enfoque permite ilustrar de forma concreta y paso a paso cémo actia el agrupamiento espectral
a partir de su representaciéon reducida, y al mismo tiempo mostrar el funcionamiento interno del
algoritmo de k-means en un contexto mas manejable.
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Ejemplo 2.5.2. Sea la matriz de coordenadas

Nodo V1 V2
N1 0,5 0,3
N2 0,4 0,4
N3 0,1 0,6
N4 -0,4 -0,5
N5 —-0,5 -0,6
N6 0,3 0,4
N7 0,4 0,2
N8 —-0,2 -0,3
N9 -0,6 -0,4

Elegimos k = 2 clusters.

Paso 1: Inicializar centroides.

Tomamos 2 puntos elegidos al azar como centroides iniciales.
C1=N1=(0,5;0,3)

C2= N4 =(-0,4;-0,5)

Paso 2: Calcular distancia a los centroides.

dist(z,y) = \/(xg —21)%2 4 (y2 — 11)?

Calculamos la distancia de N2 a los centroides.

dist(N2,01) = +/(0,4—0,5)2+ (0,4 —0,3)2 = /0,01 + 0,01 = /0,02 = 0, 141
dist(N2,02) = /(0,4 +0,4)2 + (0,4 +0,5)2 = /0,64 + 0,81 = /1,45 = 1,204

Tenemos que N2 estd mas cerca de C'1. El resto de los resultados nos dan:

Punto Distancia a C1 Distancia a C2 Mas cerca de

N1 0 1,204 C1
N2 0,141 1,204 C1
N3 0,5 1,208 C1
N4 1,204 0 C2
N5 1,345 0,141 C2
N6 0,223 1,140 C1
N7 0,141 1,063 C1
N8 0,922 0,282 2
N9 1,303 0,223 C2

Tenemos que los puntos N1, N2, N3, N6 y N7 estan mds cerca de C'1, mientras que N4, N5, N8 y
N9 lo estdn de C2.

Paso 3: Calculamos los nuevos centroides como la media de los puntos asignados a cada uno.
Para C1

) ’ ) I ’ ) 073]
. . . . . == . —0,38

EN

Por lo tanto C'1 = (0, 34;0, 38).
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Para C2

—0,4-0,5-0,2-0,6 _ —1,7:_0,42
4 4

~0,5-0,6-0,3—0,4 1

0,5 0,64 0,3-0,4 _ ,8:_0,45

Por lo que C2 = (—0,42; -0, 45).

De esta forma los nuevos centroides son C'1 = (0,34;0,38) y C2 = (—0,42; —0,45). Ahora repe-

tiremos el paso 2 con los nuevos centroides.

Punto Distancia a C'1 Distancia a C2 Maés cerca de

Como los puntos asignados a cada cluster son los mismos entonces debe converger en la segunda it-
eracion, asi que tras todo el proceso obtuvimos dos comunidades con los siguientes puntos: Comunidad

1: N1,N2,N3,N6, N7 y Comunidad 2: N4, N5, N8, N9.
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N1 0,178 1,190 C1
N2 0,063 1,184 C1
N3 0,325 1,173 C1
N4 1,149 0,055 C2
N5 1,290 0,167 C2
N6 0,044 1,117 C1
N7 0,189 1,050 C1
N8 0,868 0,270 C2
N9 1,221 0,182 C2




3 Metodologia

3.1 Fuentes de datos

La presente investigacion tiene como objetivo aplicar y comparar distintas técnicas de deteccién de
comunidades en grafos construidos a partir de datos relacionales. Para ello, se trabajé con una base de
datos real del sistema de ciencia y tecnologia argentino, asi como con una red simulada de colaboracién
académica. El analisis se estructura en torno a tres enfoques: el coloreo de grafos como paso preliminar
para organizar la informacion, el agrupamiento espectral como técnica basada en dlgebra lineal, y el
algoritmo de Girvan-Newman como método clédsico centrado en la estructura de la red. A continuacién,
se detalla el procedimiento adoptado, los programas utilizados y las decisiones metodoldgicas tomadas
en cada etapa del trabajo.

La base de datos utilizada corresponde al personal de ciencia y tecnologia del ano 2018, provista
por el Sistema de Informacién de Ciencia y Tecnologia Argentino (SICYTAR). Esta base fue obtenida
del portal oficial datos.gob.ar.

La base contiene informacion detallada sobre todos los empleados vinculados al sector de ciencia
y tecnologia, organizada en diversas categorias o atributos. Entre estos atributos se encuentran:
sexo, edad, grado académico, disciplina, tipo de personal, categoria del CONICET, dedicacién horaria
semanal, clase de cargo docente y tipo de condicion docente. Cada categoria cuenta con identificadores
numéricos (IDs) que permiten clasificar rédpidamente la informacién, considerando el volumen total de
personal (aproximadamente 68.000 registros). Por ejemplo, en la categoria "sexo”, el ID 1 representa
“femenino” y el ID 2 “masculino”, y asi sucesivamente en el resto de los atributos. El cédigo para
la construccién de ambas redes fue escrito en el software R utilizando el paquete igraph, y dada la
cantidad de nodos involucrados, se utilizé el software Gephi para la visualizacion del grafo.

3.2 Anadlisis de los datos

Para aplicar la técnica de coloreo de grafos, se buscé emplearla como herramienta para organizar
y visualizar mejor la informacién. Con este fin, los atributos fueron agrupados en cuatro conjuntos:

e Grupo 1: sexo, edad.
e Grupo 2: grado académico, disciplina.
e Grupo 3: tipo de personal, categoria del CONICET.

e Grupo 4: dedicacién horaria semanal, clase de cargo docente, tipo de condicién docente.

A partir de esta clasificacién, se construyé un grafo bipartito. Por un lado, se ubicaron los nodos
que representan a las personas, y por el otro, los nodos correspondientes a los atributos, divididos en
los cuatro grupos previamente definidos. Cada nodo de persona fue conectado mediante cuatro aristas
a un nodo por grupo, segin los IDs correspondientes. A cada grupo se le asigné un color distinto,
utilizando asi la 16gica del coloreo de grafos, que establece que a nodos adyacentes se les deben asignar
colores diferentes.

Con el grafo bipartito generado, se aplicd la técnica de agrupamiento espectral para identificar
comunidades. Dado que el grafo modela la similitud a través de relaciones compartidas —es decir, si dos
personas comparten atributos, estaran estructuralmente préximas en el grafo—, la matriz laplaciana
captura dicha estructura, y sus autovectores reflejan esta ”proximidad estructural”. Por tanto, resulta
coherente aplicar un enfoque espectral, ya que este explora la estructura global del grafo a partir de
su espectro. No obstante, debido a la gran cantidad de nodos, el entorno de R no puede procesar una
matriz laplaciana de tal tamano. Por ello, se extrajo una muestra de 200 nodos para la aplicacién del
algoritmo. En R se calcularon la matriz laplaciana y sus autovectores. Luego, utilizando la funcién
kmeans() y seleccionando k = 4 como ntmero de comunidades —valor determinado como éptimo a
partir del método del codo, aplicado mediante la funcién fviz_nbclust() del paquete factoextra— se
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ejecutd el algoritmo de k-means. La visualizacion de las comunidades resultantes también se realizd
en Gephi.

Finalmente, para aplicar el algoritmo de Girvan-Newman, se disenié una base de datos simulada
compuesta por 40 personas, dado que la base original, al estar representada mediante un grafo bipar-
tito sin conexiones entre nodos del mismo tipo, no permitia aplicar dicho algoritmo. En esta nueva
base, los nodos representan investigadores del sistema de ciencia y tecnologia que trabajan en un cen-
tro multidisciplinario, y las aristas simbolizan vinculos de colaboracién directa (como coautorias de
articulos, participacién conjunta en proyectos, entre otros). El grafo fue implementado en R, y se
aplicé el algoritmo utilizando la funcién cluster_edge _betweenness(). Posteriormente, a través de la
funcién tkplot() se visualizaron las comunidades identificadas, as{ como también se mostrard el resto
de los grafos en la seccién de resultados.
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4 Resultados

4.1 Grafo coloreado

En la Figura 30 se visualiza el grafo bipartito construido a partir de la base de datos del personal
de ciencia y tecnologia del ano 2018. Los nodos celestes representan a las personas, mientras que los
demas colores corresponden a los cuatro grupos de atributos definidos previamente: purpura para el
grupo 1 (sexo y edad), verde para el grupo 2 (grado académico y disciplina), rojo para el grupo 3
(tipo de personal y categorfa del CONICET), y naranja para el grupo 4 (dedicacién horaria, clase
y condicién docente). La construccién en forma bipartita permite vincular a cada persona con los
atributos que cumple, lo que facilita posteriormente asignarlas a grupos segin determinados requisitos
y avanzar en el andlisis de comunidades. Cabe senalar que este grafo se elaboré a partir de aproximada-
mente 68.000 registros, y que su construccién tiene como objetivo organizar la informaciéon mediante
el coloreo de grafos, utilizado aqui como punto de partida para el agrupamiento y posterior deteccion
de comunidades.

Figura 34: Grafo bipartito de la base de datos

En la Figura 31 se observa un sector de la red con mayor detalle, mientras que en la Figura 32 se
muestra un nodo correspondiente a una persona junto con sus cuatro aristas.
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Figura 35: Sector de la red ampliado

Cada uno de los nodos conectados tiene el color asociado a su grupo y una etiqueta con sus
identificadores (ID), que permiten acceder a la informacién asociada de esa persona. Por ejemplo, el
nodo purpura (grupo 1 o A) posee la descripciéon ” A_1.9”, lo que indica que la persona nimero 8872
es de sexo femenino (ID 1 del atributo ”sexo0”) y tiene una edad comprendida entre 58 y 62 anos (ID
9 de la categorfa "edad”). De manera andloga, los deméds nodos y sus aristas se interpretan siguiendo
este mismo criterio.
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Figura 36: Nodo de persona con sus cuatro aristas

Este grafo fue generado utilizando el paquete igraph de R, y visualizado mediante Gephi, aprovechando
su capacidad para manejar grandes volimenes de nodos.

La aplicacion de la teoria del coloreo de grafos permitié organizar visualmente la red, asignando un
color distinto a cada grupo de atributos. Esto facilité no solo una lectura mas clara de la estructura
general, sino también la identificacién visual de la diversidad y distribuciéon de perfiles dentro del
sistema cientifico. El objetivo de este esquema de coloreo fue doble: por un lado, garantizar que
cada nodo persona estuviera conectado a exactamente un nodo de cada grupo, representando asi la
completitud de su perfil individual; por otro lado, preparar la estructura para una posterior aplicacién
de técnicas de deteccién de comunidades. En ese sentido, esta fase funcion6 como un paso organizativo
fundamental para el andlisis espectral realizado sobre una muestra reducida del grafo, como se detallara
en la seccién siguiente.

4.2 Detecciéon de comunidades con agrupamiento espectral

Para proceder con la deteccién de comunidades en el grafo real, se optd por una combinacién de
analisis espectral y el algoritmo de k-means. En primer lugar, se aplicé el método del codo para
determinar el niimero éptimo de clisteres a utilizar. Como se observa en la Figura 33, el punto de
inflexién en la curva se encuentra en k = 4, lo que sugiere que cuatro es la cantidad adecuada de
comunidades para representar la estructura subyacente del grafo.
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Optimal number of clusters

Total Within Sum of Square

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Number of clusters k

Figura 37: Método del codo

A continuacién, se realizé el agrupamiento espectral, extrayendo los vectores propios asociados a
los menores autovalores del Laplaciano del grafo, para luego aplicar sobre ellos k-means con k=4. El
resultado puede verse en la Figura 34, donde cada nodo ha sido coloreado segtin la comunidad a la que
fue asignado: rojo, verde, celeste y violeta.
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Figura 38: Red con comunidades identificadas tras aplicar agrupamiento espectral

Se advierte una distribucién desigual en el tamano de las comunidades: las comunidades 2 (verde)
y 4 (violeta) concentran la mayoria de los nodos, mientras que las comunidades 1 (rojo) y 3 (celeste)
contienen solo cuatro nodos cada una. Esta asimetria sugiere que algunas regiones del grafo presentan
mayor densidad y cohesién interna, mientras que otras podrian estar formadas por nodos periféricos o
menos conectados entre si, posiblemente agrupados por similitud espectral mas que por conectividad
directa.

En este marco, la distribucién desigual de las comunidades puede interpretarse en el contexto
de la composicién del sistema de ciencia y tecnologia: las comunidades mas numerosas probable-
mente correspondan a perfiles mayoritarios de investigadores que comparten atributos frecuentes-por
ejemplo, combinaciones habituales de disciplina, grado académico y cargo docente-, mientras que las
comunidades mas pequenas reflejan perfiles minoritarios o periféricos, definidos por combinaciones
menos comunes. Esto muestra que, mas alld de la estructura matematica del grafo, el anélisis también
permite visibilizar concentraciones y particularidades en la distribucién de perfiles dentro del sistema.

4.3 Grafo simulado y comunidades identificadas con Girvan-Newman

Con la nueva base de datos simulada, compuesta por 40 investigadores en un centro multidisci-
plinario y conectados a través de vinculos de colaboracién académica (como coautorias o proyectos
compartidos), se construyé el siguiente grafo de 40 nodos (Figura 35).
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Figura 39: Grafo de 40 nodos antes de aplicar el algoritmo de Girvan-Newman

A simple vista, puede observarse que la estructura del grafo presenta una forma triangular, con
tres agrupamientos locales que ya sugieren una organizacién comunitaria. Aunque atn no se han
identificado explicitamente las comunidades, la disposicién espacial de los nodos comienza a mostrar
cierta densidad interna y conexiones mas escasas entre agrupamientos.

Tras aplicar el algoritmo de Girvan-Newman, se obtiene una segmentacién clara del grafo en tres
comunidades (Figura 36). La comunidad 1, de color naranja, incluye 13 nodos que se concentran en
la parte inferior izquierda del grafo. La comunidad 2, de color azul, también con 14 nodos, se ubica
mayormente en la parte superior. Por ltimo, la comunidad 3, de color verde, con 13 nodos, se sitia
en el extremo derecho del grafo.
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Figura 40: Grafo tras aplicar el algoritmo de Girvan-Newman

Lo interesante del resultado es que la segmentacién coincide con las zonas de mayor densidad de
conexiones locales observadas en la visualizacién previa. Cada comunidad forma un subgrafo cohesivo,
con varias conexiones internas y relativamente pocas conexiones con los otros grupos. Ademas, los
nodos intercomunitarios (por ejemplo, el nodo 10 y el nodo 33) se ubican estratégicamente como puntos
de enlace o puentes entre comunidades, lo que los vuelve potenciales nodos clave en la estructura global
del grafo.

Si se interpreta el grafo en el contexto de redes de colaboracién, puede pensarse que cada comunidad
representa un conjunto de investigadores con afinidades teméticas o de trabajo. Por ejemplo:

e La comunidad naranja podria representar un nticleo de investigadores en ciencias exactas.
e La azul, un grupo enfocado en disciplinas aplicadas y tecnoldgicas.

e La verde, un conjunto de investigadores orientados a las ciencias sociales o la extensiéon univer-
sitaria.

Esta segmentacion refuerza la idea de que la estructura de la red no es aleatoria, sino que refleja
patrones de afinidad, colaboracién o disciplina, ain en una simulacién. Asi, el analisis no solo permite
validar la técnica de detecciéon de comunidades, sino que también aporta una herramienta conceptual
para interpretar las dindmicas internas de grupos de trabajo académico. La representacién visual del
grafo antes y después del analisis comunitario ayuda a hacer tangible esta organizacién latente.

69



5 Conclusion

El presente trabajo logré cumplir con los objetivos propuestos en relacién con la exploracion y
aplicacién de diversas estrategias de anilisis estructural de redes complejas. A partir del uso de
datos relacionales reales (SICYTAR, 2018) y de redes simuladas, se implementaron y compararon tres
enfoques distintos, cada uno con aportes especificos al estudio de la estructura interna de las redes.

En primer lugar, tal y como se habia propuesto, el coloreo de grafos permitié organizar las redes para
la identificacion de estructuras y facilitar la interpretacion visual de las mismas al ordenarlas de manera
preliminar, ofreciendo asi una particién inicial que favorecié la interpretacion visual y la comprension
de las relaciones entre nodos. Aunque no constituye un método formal de detecciéon de comunidades,
se comprobé que su aplicacién facilita la identificacién de bloques independientes y la preparacién del
grafo para andlisis posteriores, mostrando ademds su utilidad practica en la organizacién de tareas y
en contextos colaborativos.

Posteriormente, el agrupamiento espectral evidencié el poder de las herramientas algebraicas en la
deteccion de patrones latentes, cumpliendo asi el segundo objetivo de detectar comunidades y patrones
latentes con este método, como herramienta algebraica basada en propiedades de matrices asociadas a
los grafos. Mediante el andlisis de la matriz laplaciana y sus autovalores, se logré segmentar la red en
comunidades con una base matematica sdlida. Este enfoque demostré ser especialmente valioso para
resaltar estructuras internas que no resultan evidentes a simple vista, confirmando la relevancia del
vinculo entre algebra lineal y teoria de grafos en el estudio de redes complejas.

Finalmente, la aplicacion del algoritmo de Girvan—Newman permitié identificar comunidades a
partir de la eliminacién de aristas con alta intermediacion, lo cual era el tercer objetivo. Esto brindé
una perspectiva complementaria al enfoque espectral. Los resultados obtenidos con este método sobre
la red simulada de 40 nodos ilustraron cémo la eliminacién progresiva de conexiones criticas revela
divisiones naturales dentro de la estructura, aportando un contraste interesante respecto de los métodos
algebraicos.

En conjunto, la integracion de estas tres técnicas mostré que es posible articular diferentes enfoques
en un marco analitico comun para estudiar redes complejas, alcanzando de esta manera el objetivo
general de la tesis que era explorar y aplicar distintas estrategias de analisis estructural en las redes,
haciendo énfasis en estas tres perspectivas. Cada método aporté una lectura distinta: el coloreo como
estrategia organizativa, el agrupamiento espectral como herramienta algebraica de segmentacion y
Girvan—Newman como algoritmo clasico de deteccién. La combinacién de resultados permitié no solo
corroborar patrones internos en las redes analizadas, sino también evidenciar la complementariedad
de los métodos.

Asi, la tesis no solo alcanzé sus objetivos, sino que también dejé en evidencia que la aplicacién
conjunta de herramientas de teoria de grafos y dlgebra lineal ofrece una via prometedora para optimizar
el andlisis de datos relacionales en distintos ambitos, desde instituciones cientificas hasta entornos
educativos. Como lineas futuras, resultaria de interés ampliar la escala de las redes analizadas y
explorar la integraciéon de estas técnicas con otros métodos, lo que podria enriquecer aun mas la
comprensién y division de redes complejas.

A partir de los resultados obtenidos, se abren diversas proyecciones a futuro que podrian fortalecer
y ampliar el alcance de la investigacion. En primer lugar, seria valioso replicar el andlisis sobre redes
de mayor escala y diversidad estructural, incorporando datos provenientes de distintos anos, areas
disciplinares o instituciones. Esto permitiria evaluar la solidez de los métodos aplicados y analizar
cémo varian las comunidades detectadas en funcion de la naturaleza de las relaciones y del tamano de
la red.

En segundo lugar, se propone integrar las técnicas de teoria de grafos y algebra lineal con métodos
de aprendizaje automaético y mineria de datos, con el fin de automatizar la detecciéon de patrones y
profundizar en la interpretacion de los vinculos. Este enfoque hibrido podria facilitar la identificacion
de comunidades latentes, mejorar la clasificacion de nodos segin métricas combinadas y abrir el camino
hacia modelos predictivos en el andlisis de redes complejas.

Ademas, una posible proyeccién a futuro diferente serfa incorporar otros métodos de deteccién de
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comunidades, como el algoritmo de Louvain, que permite detectar comunidades en redes de gran escala.
Esto permitiria comparar sus resultados con los obtenidos por Girvan—Newman y el agrupamiento
espectral, y evaluar qué enfoque ofrece una mejor division estructural segun el tipo y tamano de la red

Finalmente, otra linea de investigacién a futuro prometedora podria consistir en trasladar los re-
sultados tedricos y computacionales a contextos educativos y de gestion, desarrollando herramientas
didécticas o aplicaciones précticas basadas en grafos que promuevan el pensamiento critico, la orga-
nizacién colaborativa y la toma de decisiones informada. De esta manera, la integracion entre teoria
de grafos, dlgebra lineal y anélisis de datos podria consolidarse no solo como una estrategia de in-
vestigacién, sino también como una herramienta formativa y de optimizacion en distintos dmbitos del
conocimiento.
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