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RESUMEN

Dado que los ingenieros utilizan la matematica como herramienta para resolver
problemas, es necesario que cuenten con una formacion sélida que les admita discernir
con qué concepto matematico y con qué procedimiento pueden abordarlos en cada caso.
El Célaulo Diferencial permite modelar y estudiar la naturaleza de diversos fenGmenos.
En ese marco, el estudio de los conceptos involucrados en la resolucién de problemas de
optimizacion (PO) es fundamental para su formacion como futuros profesionales.

Este trdajo de investigacion surge con la intencion de intervenir en la ensefianza de
contenidos relacionados con el estudio del comportamiento de las funciones a fin de
favorecer el aprendizaje y aplicacion de los mismos. El objetivo general es explorar la
compransion de los conceptos que estan involucrados en la resoluciéon de PO cuando los
alumnos de primer afio de carreras de ingenieria de la Universidad Nacional de La
Matanza (UNLaM) interactian con actividades basadas en ideas de variacion y dadas en
diversos stemas de representacion.

Para el estudio de la comprension usamos el marco teodrico de Ana Sfard. Esta autora
caracteriza la comprension de un objeto matematico en funcion dentzepcionegue

se tiene del mismo. La concepcion es la idea del conceptoige en la mente humana

y que depende de la experiencia personal. A su vez distingue entre dos concepciones:
concepcion operacional (CO) y concepcion estructural (CE).

La metodologia utilizada consta de dos partes. La primera de ellas toma alguso de lo
aspectos de la ingenieria didactica como esquema experimental basado en concebir,
disefiar, realizar, observar y analizarausituacion de aprendizajeferida al tema
expuesto anteriormente. La segunda, examina las concepciones en términos de Sfard de
los conceptos estudiados mediante el analisis de los items que confosithzacian de

aprendizajey su aporte a cada una de dichas concepciones. Con estos datos, a fin de
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resumir la informadin, efectuamosun analisis cuantitativo basado en la técnica
estdistica de Andliside Componentes Principales
Los resultados obtenidos nos permiten alcanzar los objetivos propuestos y dar respuesta

a las preguntas de investigacion.
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ABSTRACT

Since engineers use math as the tool to solve problems, it is necessary to have a solid
training that allows them decide which math concept and method can use in each case.
Differential Calculus makes possible to shape and study the kind of differemrpéea.

In that frame, the study of the concepts involved in the resolution of optimization
problems is vital for the training of the engineers as future professionals.

This research work arises from the purpose to take part in the teaching of coraéeds rel

to the study of the performance of the functions, with the aim of favoring the learning and
application of them. The objective is to explore the comprehension of concepts involved
in optimization problems solutions when 1st year Engineer studems'®aoiversidad
Nacional de LaViatanzd interact with activities based on ideas of variance, given in
different representation systems.

For the comprehension study, we used Ana Sfard’s framework. The author characterizes
the comprehension of a math objactording to theonception®f itself. The conception

is the idea of the concept according to each human being and personal experience.
Moreover, the author distinguishes between two conceptions: operational conaegtion
structural conception.

The methd used is of two parts. The first one has some aspects of the didactic
engineering as experimental scheme based on conceiving, designing, doing, observing
and anlyzing a learning situatianiThe second part examines the conceptions, based on
Sfard’s framewrk, studied throug the analysis of items in the learning situatéom

their contribution to those conceptions. With all this data, with the aim to resume the
information, we carry on a quantitative analysis based on the statistic technique of

Analysis o Principal Components.
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The obtained results allow us achieve the objectives proposed and answer the

investigation questions.
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INTRODUCCION

La investgacion en Educacién Matematigaedesarrollamose concibe como el estudio

dela comprension de los conceptos involucrado$oe PO encarreras dengenieria de

la UNLaM, més especificamente en la asignatura Andlisis Matematico |I.

La Matemética es una ciencia que le brinda al ingehiem@amientas para la formulacién

y analisis de determinados modelos y para la resolucion de problemas. En la actualidad
el uso de tecnologia le permite cualquier profesionatealizar calculos engorrosos,
graficar, derivar funciones complicadas, respleeuacionespero no le indicaqué
concepto o procedimiento utilizar cuando se enfrenta a una determinada sitBacaon.

citar algunos casosn ingeniero industrial puede tener que determinar cuestiones ligadas

a la economia como son el establecer stao ingreso marginal o la maximizacion de
ganancia® buscar el lote econémico que minimice la funcion cdgtoingeniero civil

puede tener que estudiar el pandeo de una columna en una determinada estructura
sometida a carga y de esta forma planteaesplver ecuaciones diferencialdsn
ingeniero electronicpuede tener quetilizar herramientas matematicas para el analisis

de sistemas eléctricos

A su vez las empresas requieren profesionales que desplieguen destrezas y habilidades
para actualizarse gara que sean protagonistas de su propio aprendizaje y conocimiento.
Entonces es importante que el estudiante adquiera una comprension profunda de los
principales conceptade la materia para poder aplicarlos en situaciones que requieran un
pensamiento fexivo, creativo, critico y que participe en espacios en los que pueda
comunicar sus ideas, defenderlas con sustento y argumentacion.

La realidadrevelague en generalno preparamos a los futuros profesionales de acuerdo

a lasnecesidades planteadasivédsas investigaciones y lagpia experiencia como

docentesios muestran que la ensefianza del Cakeilbrinda denanera muy formal y
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rigurosa, 0 como un conjunto deceéas y ejercicios rutinariog\utores comaoArtigue

(1995), Salinas (2010) y Contreras de la Fuente (2001) dan deente la formalizacion
excesivao la algoritmaciéon d los contenidos y el discurso simplificado a recetas
producen comprensiéon de losnceptos.

A su vezArtigue (1998) sefiala qudgunas déas dificultades de los alumnos en el campo
conceptal del Andlisis Matematico estan ligadas aal complejidad de los objetos
involucrads y ala necesidad de una ruptura con modascteristicos de pensamiento

del funcionamiento algebraico

La complejidad de un objeto matemat®® debgen partea que no es tangiblé&sto

implica que necesitamos adquirir una representacion del mEm® construir su
significado o usarlo en diveos procedimiento®uval (1998) establece los registros de
representacion como formas que nos permiten acceder a los objetos matematicos: verbal,
analitica, numeérica, grafica e iconica. Este autor considera que la comprension de un
concepto esta basada &n coordinacion de al menos dos sistemas o registros de
representacion.

Respecto a las dificultades ligadas a la ruptura con el pensamiento algebraico, Artigue
(1998) indica que, si bien Ahalisisse apoya en competencias algebraicas, para realizar
una actividad matematica en este campo se necesita un pensamiento analitico que es
diferente al anteriormente mencionado. Entre los ejemplos que da la autora menciona la
nociéon de tangente. Los alumnasegterminan el nivel secundario encuentran primero
esta nocidn en el contexto del circulo. Claramente no hay una identificacion directa entre
esta tangente y la definida en Analisis caracterizada por una propiedad local: la
aproximacion afin de orden unaya pendiente es la derivada en el punto de tangencia.
Una manera de favorecer el desarrdidpensamiento analitico es disefiando actividades

gue promuevan la esencia @Alculocomo un conjunto de conocimientos que permite
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analizar los cambios que ocen en los fenOmenp$ormular modelos para esliar
situaciones de variacion y poder predecir comportamientos, resolver PO y de
aproximacion, entre otros.

Por lo tanto, consideramos encuadrar nuestro trabajoa dinda de investigacion
Pensamiento y Leuaje Variacional(PyLV), la cual estudia los fen6menos de
ensefianza, aprendizaje y comunicacion de los saberes matematicos plapiodb ey

la variacion en el sistema educativo y en el medio social en el que se producen (Dolores,
2010).

Ante esta realidad y conscien@sque no podemos abordar todos los conceptos de la
asignatura, decidimos enfocarnos en los involucrados en la résolde PQ tan
importantes en las carreras mencionadas.

Por todo lo anteriormente explicadta finalidad de este estudio es analiziar
comprension deok conceptos involucrados da resolucion dePO en carreras de
ingenieria cuando los alumnimseractian con actividades en las que se congligansos
sistemas de representacion y cuyos contenidos est@onados con el comportamiento
variacional de las funciones.

Como marco teodrico para la comprension de objetos matemdatmoparte de los
alumnosadoptamos la perspectiva de Ana Sfapeke distingueentre la COy la CE La
primeracorresponde a actividades procedimentales realizad&tggiudiante, mientras

gue la segunda se refiere a la capacidad que el alumno posee para ver el concepto como
un objeto al cual puede manlputeniendo en cuenta teoremas y propieddeésidos

por la comunidad matematica.

La metodologia de investigacion elegansta de dos partes. La primévana algunos
aspectos di ingenieria didactica. Elaboramos sitaacion de aprendizajermada por

actividades que incorporan elementos variacionalestdn dadas en diversos registros.
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La implementamos en un curso de Andlisis Matematico | de carreras de ingenieria de la
UNLaM.

En la segunda,xaminamoslos aportes a las dos concepciodefinidas por Sfardle

cada uno de los items que fomzarte de lasituacion de aprendizajé&l estudio de las
producciones de los estudiantes, las observaciones en la puesta en comudn, todo lo
vivenciado en lo que es la puesta en escena nos proporciona elementos pdwia descri
dichas concepciones en cada uno de los equipos que intervienen en la experiencia.

En cada uno de los caplbs que conforman la tesisrdas cuenta de la investigacion
realizada cubriendo todos los pasos de la misma

En elCapitulo 1presentenos lasdeas generales que conciben el estudianteamos los
motivos por los cuales decidimos realizade)imitamos el problema de investigacion,
formulamos las preguntas que guian el proceso y planteamos los objetivos generales y
especificos.

En elCapitulo2 analizamos los resultados relevantes de otros estudios referidos al tema
gue nos ocupa. Comenzamos con investigaciones que tratan sobre la comprension en
matematica. Luego abordamos aquellas que se encuadran en el PyLV y tratan sobre la
ensefanza y apréizaje de los conceptos de funcion y derivada. Por dltimo, presentamos
investigaciones sobfeOrealizadas desde diversos marcos tedéricos.

En elCapitulo 3desarrollamogos fundamentos tedricos bajo los cuadaboramol

estudio. En el contexto deBalucaciorivlatematicanacemos especial referencia a la linea

del PyLV como marco que permitearacterizar y encuadrar la investigacion.
Posteriormenteexponemoslas bases de la teoria de Duval sobre los registie
representacion semidtica y la teoria de Ana Sfardo marco tedrico de comprension de

los objetos matematicos
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En elCapitulo 4mostramodas cuatro dimensiones que permiten dotar a la investigacion
de una aproximacién holistica. Comenzamos comd&lisas histéricoi epistemolégico

de los conceptos dextremos de una funcioym PO. Luego presentamos la dimension
didacticacon el objetivo de estudiar distintos aspectos relacionados con la ensdgéianza
los conceptosnvolucrados en la resolucion de Pidtervalos de crecimient@iC) y
decrecimientdID) y extremos relativo$ER). Describimos la situacion da catedray
examinamoslgunosdlibros de texto de uso comun en nuestro entorno. Con respecto a la
dimensién cognitivaprofundizamoscerca de algunos elementos tedricos importantes al
momento de explorar los procesos mentales de organizacion rdnpento, mas
especificamente los reres y dificultades que manifiestan los alumnos cuando se
enfrentan a situaciones de variacion de funciones y a la resoluci®®@.denalmente
formulamos la dimension sociocultural sobre la que se encuadran las anteriores.

En el Capitulo 5describimosd metodologia utilizadg el disefio de la situacion de
aprendizajedesarrollada para cumplir con los objetivos de la tesiplidamos qué
entendemos posituacion de aprendizajg especificamogodos los aspectos gua
involucra los objetivospropuestos, los enunciados de las consignas, las acciones
sugeridas para daprofesoray las podbles respuestas desl alumnosSeguidamente
reflexionamos sobrel aporte de cada item deslituacion de aprendizagecada una de

las oncepciones definidgapor Sfard.

En el Capitulo 6presentamosos resultado®btenidos en toda la experiencia. En un
primer lugar describimos las sesiones desarrolladas y el analisis a postantoaistando

las actuaciones de los estudiantes con lo previamente establegélp exponemos los
resultadogorrespondientes a las calificaciones denlesles de éxito en los estudiantes
en las diferentes situaciongmrapoder dar urdiagnostico sobre su concepcionldse

concepta de IC, ID y ER de una funcién y su incidencia en la resoluciéon deRas
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Usanos la técnica estadistica de Andlisis de Componentes Princigaespermite
resumir la informacion obtenida. A su vez entrevistamos a tres alumnos con el fin de
completar el andlisis a posteiigr profundizar el estudio de las dos concepciones que
describen la comprension de conceptos.

En elCapitulo 7detallamodas conclusiones obtenidas a partir del analisis de los datos
aportados por los distintos instrumentos, teniendo en cuenta los @b@anteados y $a
preguntas de investigacidorExponemostambién algunas implicancias de nuestra
investigacion.

La tesis se cierra con las referencias bilhdigasy los anexos copartedel material

empleado.

22



CAPITULO 1: EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

Comenzamos el capitulo con un recorr&libre las consideracionggneralesjue nos
condujeron a esta tesis. Seguidamente brindamos un panorama de la problemética
elegida para luego acotar el planteamiento definitivo del problema de investigs
formular las preguntas que guian el estudio. Finalizamos con el establecimiento de los
objetivos generales y especificos que pretendemos lograr a lo largo del desarrollo de la
investigacion.

1.1 Motivacion
Antes de definir el problema de investigaciéonsideramos sumamente importante
expresar las motivaciones que nos llevaron al planteo y al estudio del mismo. Estas tienen
sus origenes y sustentolardocencia y en la investigacion edugacionMatematica
Los resultados de varios trabajosmeestigacion que dan cuenta que la algoritmacion de
los contenidos y el discurso simplificado a recetas no producen comprension de los
conceptos (Artigue, 1995; Contreras ldeFuente, 2001; Salinas, 2Q10efuerzan la
realidad desde la propia experienen la doencia universitariaCantoral (2013) sefala
gue los profesores estamos presionados por los tiempos institucionales en los que se
evidencia un escaso equilibrio entre los contenidos a impatrtir y la carga horaria destinada.
El docente siente la nesidad de cumplir con el programa estigolaSi no lo hace de
esa maner#s alumnos perciben que tienen falencias a la hora de abordar el proximo
curso, entonces reduce los tiempos de exploracion y discusion en la clase de matematica.
En generalpredomia | o que Salinas (2010) |l ama un ¥
del C8lculoo (p. 7) , gue se basa en una es
eficiencia de los cursos al ejercitar en el estudiante procedimientos rutinarios para

resolver problemas prototipos.
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Desde el propio contexto teecatedra de Andlisis Matematico | dereaas de ingenieria
de la UNLaMestamos totalmente interiorizados en el bajo rendimiento de los alumnos
en los exdmenes, en el abandono de la materia luego del primial, garéa cantidad de
estudiantes que la cursan tres, cuatro o méas veces; en el sentimiento de los profesores
desmotivados porque sus alumnos fAno | e res
(docentes y autoridades) sobre la realidad descripta.
Por ultimo,y haciendo referencia a la investigacién,la ElucacionMatematicaexisten
diversos paradigmas que estudian el fenémeno educativo en sus multiples aspectos, todos
tienen una preocupacion comun a la cual adherimos y es como, desde la Tivestiga
mejorar el proceso de ensefianza y aprendizaje de la matematica.
Acordamos con Salinas vy Alan2s (2009) en
eficazmente en el sistema didactico para mejorar el aprendizaje de las matematicas excede
al simple procedr de buena voluntado (p. 357) , por
estudio exhaustivo y basado en la investigacion que intente dar alguna respuesta de
mejora a la situacion planteada.

1.2Una aproximacién al problema de investigacion
Gran numero de investig@nes erEducacionMatematicdratan sobre la ensefianza y el
aprendizaje del Calculo a nivel universitario debido, entre otras causas, a los serios
problemas de comprension por parte de los alumnos de conceptos como limite, derivada
e integral (Artigue, 295). Salinas y Alanis (2009) advierten que el paradigma tradicional
de ensefianza del Calculo deja como secuelas elevados indices de reprobacion,
aprendizaje sin comprension y actitud negativa hacmaig@matica. Tal como indica
Moreno (2005) losnétodos tradicionales de ensefianza del Calculo se centran en la

practica algoritmica y algebraica:

24



La ensefianza de los principios del Célculo resulta bastante problemética, y
aungue seamos capaces de ensefarles a los estudiantes a resolver de forma
mas 0 renos mecanica algunos problemas estandar, o bien, a realizar algunas
derivadas e integrales, tales acciones estdn muy lejos de lo que supondria una
verdadera comprension de los conceptos y métodos de pensamiesta de
parte de las Mateméatic§s. 82)
Pa otra parte, Camacho (2011) establece:
( é) |l a sola adecuaci-n de nuevos signif
matematica escolar ha sido inutil, llevando incluso a obstaculizar mas su
comprension: la incorporacion de tablas de valores y argumentos gréficos
han sido suficientes para que estudiantes universitarios mejoren el
aprendizaje del concepto de funciébn como una dependencia entre variables;
tampoco lo han sido la pendiente de la recta tangente y la razon de cambio
para la comprension de la derivdga 159).
A esto se suma que la ensefianza tradicional universitaria tiende a evaluar competencias
algor2tmicas y algebraicas, entrando as?
aceptables de éxito, se evalla aquello que los estudiantes pueden haiGer estp es,
a su vez, considerado por | os estudiantes
(Artigue, 1995, p. 97). Otros autores com@ncken (2011)Sanchez, Garcia y Llinares
(2008, Garcia (2011l)eafirman esta situacion sefialando que sggalaun dominio
razonable de técnicas para calcular limitdenyvadaspero existen serias dificultades en
comprender el significado de estos conceptos o de identificar cuando un problema
requiere, porjemplo, calcular una derivad@uevas, Rodriguez ydazalez (2014), Suau
y Ferrando (2015) coinciden en que esta problematica se manifiesta actualmente en las

aulas de @lculo en una variable
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Nuestro propio contexto de trabajo, la catedra de Andlisis Matematico | del Departamento
de Ingenieria Investigaiones Tecnoldgicade laUNLaM no es ajeno a lo manifestado
anteriormente: existen problemas de comprension de los conceptos principales del
Célculo por parte de los alumnos, escasos niveles de aprobacion de la materia, gran
desercion sobre todo en el mpar cuatrimestre del ciclo lectivo y una marcada
dependencia del profesor a |l a hora de fha
problema de investigacion surge como interés para mejorar la ensefianza y aprendizaje de
los contenidos matematicos del Célcatocarreas de mgenieria, donde éstos toman un
papel fundamental. Tanto en la vida de estudiante de un ingeniero cdanorefsion

su actividad tiene una estrecha relacion con conceptos y modelos matematicos. Por este
motivo es necesario que se logre una comprension significativa de los mismos para su
posterior aplicacion en otras ciencias 0 en problemas de la ingenie@ialcilo no es

una sucesion de contenidos y técnicas sin sentido, sino una herramienta poderosa que nos
permite abordar problemas que surgen en otras disciplinas y requieren de él.

Somos conscientede que es practicamente imposible abordar una investiggce
contemple todos los objetos matematicos referid@alkeulo en una variablgor lo que

nos centramos en aquellos que se involucrda ezsolucion d€O. Una de las razones

de esta eleccion es gelplanteale este tipo de problemas es un pripasal desarrollo

de otros mas complejos. Estos aportan una base tedrica y metodologica que constituyen
la antesala de plantear, analizar y desplegar diversas estrategias de solucién en otro tipo
de situaciones propias de la ingenieria.

Otro de los mtivos por el cual elegimasstetema es la dificultadque tienen los alumnos

a la hora de desarrollar y resolver este tipo de probleGeseralmentéos estudiantes

acttan en forma memoristica, forzando la obtencion de una ecuacién que involucre las

variables intervinientes y otra a la que calculan BB pero sin comprender en
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profundidad lo que hacen. Es comin que confundan cudl es la funcidon a optimizar y en
muchos casos sélo obtienen puntos criticos de la migmires comoBaccelli,
Anchorena, Figueroa y Prieto (2011), Malaspi(2007); Moreno y Cuevas (2004) y
Cuesta (2007avalan lo expuesto.
Entonces, como un primer acercamieatia pregunta de investigacion, formulamos
¢Como plantear una ensefianza del Célculo concebida comao ooganizacion
conceptual que integre el aprendizaje de los conceptos que estan involucrados en la
resolucién dePO y que propicie la comprension de los mismos por parte de los
estudiantes?

1.3El problema de investigacion
Como expresamos anteriormente, ekagizaje de los conceptos del Calca®elfoco
de atencion en gran cantidad de investigaciones. Una de las investigaciones pioneras que
se cita en varios estudios es la realizada por Orton (1983, citado en Cardona, 2009) que
reporta los errores mas conas que cometen los alumnos en torno a los conceptos de
limite, derivada e integrales. La muestra invaecvarios estudiantes de nivel medio y
superior Entrelos principales resultadee obtiene que los alumnos tienenrazonable
dominio del calculo de derivad& integrales, pero evidenciama notable dificultad a la
hora de conceptualizar los procesos de limite subyacentes en los conceptos mencionados.
Garcia (2011) realiza una encuesta a estudiantes de Licea@atifatematica sobre el
concepto de derivada en la cual el 85% de los alumnos la identifica con una formula y
s6lo el 15% con una idea mas cercana a la definicion (como pendiente de la recta tangente,
limite o razén de cambio instantanea). El dominioigie algebraico o algoritmico y la
carencia de significados se mastanen otras inestigaciones: Dolores (1996),18hez
et al (2008), Sim6n y Miguel (2013), Cuesta (200Rgséndiz (2006), entre otrdssta

realidad se observa también en nuestrasadificultades en la comprension, escasez de
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transferencia de lo aprendido a situaciones nuevas, memorizacion de férmulas,
inconvenientes para expresarse en forma oral y escrita, poca interpretacion de graficos y
deficiencias para argumentar. Los resudtado satisfactorios en el aprendizaje y en las
instancias de examen producen baja motivacion para el estudio y hasta un efecto de
rechazo fcolectivoo hacia la disciplina.
También reconocemos que en nuestro contexto la ensefianza se caracteriza, en general,
por presentar aspectos teoricos béasicos (definiciones, enunciados de teoremas o
propiedades), desarrollar ejemplos prototipicos y dejar a los estudiantes ejercicios mas o
menos parecidos para que resuelvan srodase o en forma particul@cordamos on
Okulik (2009) que es importante establecer elementos tedricos, pero una excesiva
dependencia de ejemplos paradigmaticos y ejercicios rutinarios impide flexibilizar el
pensamiento y adquirir modos diferentes de razonar.
La toma de conciencia sobsstasdificultadesen la ensefianza y aprendizaje de la
matematica ha producido el desarrollo de diversas comunidades de investigacion cuyo
interés es el estudio de esta problematica desde un punto de vista cientifico. En México
investigadores com®icardo Cantoral,Maria RosaFarfan yCriso6logo Dolores, hace
tiempo iniciaron unma linea de investigacionconocida comoPyLV. La misma se
caracteriza por proponer el estudio de sikuaes y fendmenos en donde astélucrado
el cambo y donde la necesidad de predecir estados futuros motiva el estudio de la
variacion. En palabras de Cantof2004):

El pensamiento y lenguaje variacional estudia los fendmenos de ensefanza,

aprendizaje y comunicacion de saberes matematicos propiovaigalsion

y el cambio en el sistema educativo y el medio social que le da cabida. Hace

énfasis en los diferentes procesos cognitivos y culturales con que las personas

28



asignan y comparten sentidos y significados utilizando estructuras y lenguajes

variaciondes(p.1).
Segun Cantoral y Farfan (1998) este enfoque procura ddgaiinvestigacion de una
aproximacion sistémica que permita incorporar las cuatro componentes fundamentales en
la construcciobn del conocimiento; su naturaleza epistemolégica, su dimension
sociocultural, los planos de lo cognitivo y los modos de tranémida la ensefianza.
Al respectoVasco (2009) propone entender el Calculéef2ncial no como un ejercicio
rutinario de destrezas simbdélico sino como un ejercicio mental en el cual se fomenten las
ideas variacionales a través de la utilizacion de sistemaseptuales para modelar y
resolver problemas de la vida diaria o de diferentes ciencias. Cantoral (2013) afirma que
las investigaciones recientescuentraigue conceptos como funcion, limite, continuidad,
derivada e integrales no pueden reducirsedefinicion ni solamente a la aplicacion en
diversos contextos si estamos interesados en su aprendizaje. Es necesario una ruptura con
las formas algebraicas de tratamiento de esos objetos para dar lugar a ideas de cambio y
variacion.
El predominio de lo gkbraico produce también escasa utilizacion de otras
representaciones de los objetos matematicos: graficos, iconos, expresiones simbdlicas,
verbales y numéricas, cuya coordinacion puede ayudar a lograr la comprension de los
mismos (Duval, 1998). Vrancker2@{11) indica que en el ctaxto de la BHucacion
Matematicase reconoce cada vez mas la importancia de los sistemas de representacion
de los objetos matematicos y que su incorporacion en la ensefianza fasorece
aprendizaje Cantoral y Farfan (1998) sefal@ue la construccién del concepto de
variacion es un proceso dificil y lento, no inmediato, que requiere la combinacién de

diferentes registros de representacion y una adecuada comprensién de procesos
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matematicos especificos, como: numero, variable, catestparametro, funcion, limite,
continuidad, derivada, integral, convergencia, representacion e infinito.

A su vez.el hablar de comprensién en matematica nos conduce a indagar sobre ¢en qué
consiste la comprension en matematica?, ¢cémo los Bemanos comprenden la
matematica? En el marco tedrico exponemos diferentes grupos de investigadores en
EducacionMatematicague se dedican a dilucidar los procesos mentales que permiten
pensar la matematica y exhibimos diversas teorias que estudian laesidp en
matematica desde distintas perspectivas. Para nuestro estudio tomamos lasAdeas de
Sfard.

Sfard (1991) distingue entre concepto como idea matematica en su forma oficial y
concepcion como la idea del concepto que vive en la mente humana| tleepende de

la experiencia personal y esta sujeta a cambios. Coincide con Duval en el hecho que no
podemos ver ni tocar cada entidad abstracta, la cual s6lo se hace visible a través de sus
representaciones.

Para Sfard existen dos formas de chimagnconcepto: como proceso, G@omoobjeto,

CE. La CO se relaciona con algoritmos, acciones que ocurren a nivel fisico o mental, es
dinamica, secuencial y detallada. En la misma no es posible notar la relacion del concepto
con otros, existe s6lo una repnetseion del objeto y no hay integracion entre el mismo

y sus propiedades. En tanto que la CE es mas abstracta, es estatica, instantanea e
integrada; es posible la relacion del concepto con otros, se pueden alternar diferentes
representaciones y existe wwordinacion entre el concepto y sus propiedades.

Entonces 4 indagacion sobre d@yLV, el uso de sistemas de representagiofa
importancia de la comprension en matematizs permit reformular la pregunta de

investigacion:
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¢,G0mo comprenden los estudiantes los conceptos involucrados daOlasiando
interactian con actividades basadas en ideas variacionales y en el uso de diversos
sistemas de representacion?

Deellasurgenlas siguientes preguntasxiliares:

V ¢COmo es posiblenejorar la ensefianzde los conceptos involucrados en la
resolucion de POC, ID y ER de una funcionen las carreras de ingenieria de
UNLaM a fin de favorecer la comprension?

V  ¢Qué efectos tiene us#uacion de aprendizajgasada en ideas varianaesy
diversos sistemas de representaciorleprendizajele dichos conceptos?

V ¢Como estudiar la comprensionlde mismos?

V Qué concepcion tienen los estudiantes sobre los conceptos de IC, D y E
¢operacional, estructural o ambas?

V ¢Cual es la incidencidel tipo de concepcion que tiene el estudiante de los
conceptos de IC, ID yEen la resolucion de PO?

1.40Objetivos

Para dar respuestdaapreguntale investigacion planteamos los siguientes objetivos:
1.4.1 Objetivo general
Explorar la comprension de los conceptos involucrados énOasiando los alumnos de
primer afio de ingenieria de la UNLakteractian con actividades basadas en ideas de
variacion y en el uso de diversos sistemas de representacion.
1.4.2 Objetivos especificos

V Describir yanalizar el aprendizagobrelC, ID y ER de una funci6mnmediante el
estudio de las producciones realizadas por los estudiantes a partir de la
implementacion denasituacion de aprendizafgasada en ideas variacionales y

en el uso de divers@istemas de representacion.
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V Caracterizata comprension de los alumnos sobre los conceptos mencioeados
términos de sus concepciones
V Estudiar la incidencia da comprension en la resolucid@e PO.

V Valorar la eficacia y el impacto de la situacién desagizaje propuesta.
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CAPITULO 2: ESTADO DEL ARTE

En este capitulo desarrollamos la revision bibliogréfica dieersasinvestigaciones
relacionadas con la nuestr&Comenzamosstudiando aquellagedicadas a la ensefianza
y aprendizaje delCalculo, mas especificamente las que estan ligadas a procesos de
comprension de la matematiddostramos el andlisis de diversas teorias 0 modelos que
nos brindan mdltiples perspectivas en torno al tema
Luegoexponemos los trabajagnculads al PyLV que contribuyenen su mayoriacon
material para el disefio de lasituacion de aprendizajeAsimismo, valoramos los
resultadosobtenidosen dichas investigacionasbreel aprendizaje de los alumnos y las
dificultades detectadas luego tke aplicacion deactividades basadas en nociones de
cambio y variacion
Por dltimo, exponemasstudios refados a POguenosaportan,en generalresultados
sobre las dificultadeg/o erroresde los alumnos al resolverlokas otrasnvestigaciones
refierena la metodologia usadaat estudio historico efectuado.

2.1La comprension en Matematica
La investigacion se desarrolla desde la perspectiva &#duaacionMatematica Esta
disciplina se propone estudiar y describir los fendmenos de ensefianza y aprendizaje de
contenido matematico en situacion escolar. Dentro de la misma, el tema de investigacion
elegido se enmarca en el denominado Reies#o Matematico Avanzado
El PensamientdMatematicoAvanzadoes propio de los curriculos de los ultimos afios del
nivel medio y los primeros afios de estudios universitarios y se caracteriza principalmente
por abarcar procesos cognitivos en los que se destacan los de abstraer, detistrade
y formalizar;, como asi también aquellos de componente mas psicolégica como
representar, conceptualizar, inducir y visualizar (Azcarate y Camacho, 2003). En el

PensamientdMatematicoAvanzadose pretende que el alumno pueda reconocer objetos
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matemaitos a través de su definicion explicita y de sus propiedades en vez de su
descripcion intuitiva con ejemplos.

Los mencionados autores indican, como primer antecedengsta lingael grupo de
trabajo homénimo forado en 1985 en el congredesydiology of Mathematics
Education

Colombano, Formica y Camés (Z)&firman que el ehsamientdatematiccAvanzado

es una linea inmersa en el enfoque cognitivista, cuyo objetivo principategsretar

coémo el estudiante percibe un concepto matematico nuevo magiécaciones adopta

esa concepcion a medida que recibe la ensefanza f&@stasmodelos tedricos que se
utilizan en las investigaciones para describir los procesos cognitivos que realizan los
estudiantes cuando aprenden un concepto matematico cormplgjp el tema de la
comprension en matematica, central en nuestro estudio.

Uno de los primeros en distinguir entre comprension y conocimiento fue Skemp (1976,
citado en Meel, 2003), quien diferencia eroenprension relacionglkaber qué hacer y

por qué se debe hacer) cpmprension instrumentglefectuar reglas sin una razon
determinada). Unos afios mas tarde se agregan unaateategoria llamadogica
(organizar de acuerdo a una regla formal) y una cuarta categoria llamdn@ica
(conectar simbolismo y notacién con las ideas asociadas a los mismos). Si bien desde ese
momento la comunidad d&ducacion Matematicaacepta que no es lo mismo
conocimiento que comprension, no hay un acuerdo unificado sobre el significado de esta
altima.

Perkins (1999) distingue tres conceptos claves en educacion: conocimiento, habilidad y
comprension, de los cuales reconoce que los dos primeros son simples de definir. El
conocimiento es la informacion que dispone una persona y la habilidadtuwenst

desemperio de rutina. Respecto a la comprension este autor sefiala que es un término mas
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sutil y brinda como definici-n del 4mi s mo
es decir es la habilidad de actuar flexiblemente a partir de lo qusabao
Existen otros marcos tedricos inspirados en modelos constructivistas que tratan de
esclarecer los fendmenos relacionados con la comprension de conceptos matematicos.
Describiremos algunos de ellos citados en Meel (2003).

2.1.1 La comprension segun Tall Winner
Para poder comprender como se construye un concepto matematico Tall y Vinner (1981)
proponen una distincion entre el concepto matemético formalmente definido y los
procesos cognitivos a traves de los cuales es apropiado por la persona que Eprside.
como introducen las nociones denagen conceptua{concept image) ydefinicion
conceptualconceptdefinition).
La nocioén de imagen conceptual es utilizada para describir la estructura cognitiva que
esta ligada al concepto matematico formada pdwo to que el estudiante alude cuando
utiliza o se enfrenta al concepto en cuestion. Pueden aparecer en su mente: imagenes,
concepciones, graficos, propiedades, procesos, notaciones, descripciones coloquiales,
etc. (Colombanet al, 2012). La imagen concejal de cada estudiante esta construida a
través de su experiencia, de sus conocimientos previos y puede ir cambiando a traves del
tiempo.
En tanto que la definicion conceptual es el conjunto de palabras utilizadas para especificar
un concepto y cuya presibn varia desde la definicién formal matematica aceptada por
la comunidad cientifica hasta la definicién individual que un sujeto utiliza para construir
o reconstruir la definicion fornhéTall y Vinner, 1981). A4 forma en la que el estudiante
evoca vebalmente su imagen conceptual, es decir el conjunto de palabras que utiliza para
explicarla la denominandefinicion conceptual personala definicion conceptual

formal, es decir la definicién aceptada por la comunidad matematica, puede diferir de la
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definicion conceptual personal. Saber de memoria una definicion conceptual no garantiza
entenderla.

Segun Tall y Vinner la imagen conceptual determinadaeraen la que etendemos el
concepto. A su vez esta estructura evoluciona con el tiempo y se va enriqueciendo de las
diversas experiencias con el objeto matematico. Tall (1995) indica que en la evolucion de
la imagen conceptual intervienen diferentes sistemas de refa@éanque se apoyan

entre si para construir estructuras cada vez mas complejas. Establece un rango de
diferentes tipos de representacion en matematica:

V En elsistema enactivel objeto simplemente se percibe, involucra una serie de
acciones fisicapara poder probar algo. Se basa en interacciones con el medio
ambiente. Por ejemplo, si uno quiere mostrar que un triangulo con dos lados
iguales tiene angulos iguales, uno puede cortar un triangulo en un papel, doblarlo
por la mitad en su base por su de simetria y mostrar que los angulos
correspondientes a los lados iguales son también iguales.

V En elsistema iconicel objeto se representa en dibujos, gréficas o figuras hechas
a mano, se razona sobre los dibujos y figuras y se valida por visualizadiane
ejempl o, bajo este sistema se percibe
desde negativo a positivoo debe pasar

Y los siguientes sistemas de representacion simbdlica:

V En el sistema verbal el objeto se describe usando palabras y ea®na
considerando expresiones verbales. La lengua natural es un vehiculo para
describir imagenes y formular pruebas.

V En elsistema proceptualel objeto se representa en procesos, se razona sobre

manipulaciones y célculos numéricos y la prueba es pguebs.
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V En el sistema logicp que es caracteristico délensamientoMatematico
Avanzado se define el objeto, las relaciones son deducidas o construidas
l6bgicamente y la validacion corresponde a la demostracion formal usando logicas
de primer orden.
Mora (206) explica que el desarrollo de la comprension segun Tall es un proceso que se
inicia con la percepcién de los objetos, es decingstiones ligdas a esquemas
sensoriomotricegue el sujeto ya ha construido progresivamente desde su nacimiento y
gue evaliciona hacia esquemas operatorios y conceptuales. Dicha evolucién no es lineal,
sino que resulta de la interaccion entre los sistemas de representacion que estan
disponiblesde acuerdo con grado de desarrollo del sujeto.

2.1.2 Lateoria APOE
La teoria APOEes desarrollada por un grupo de investigadores liderados por el Dr.
Dubinsky (grupo RUMEC) con el objetivo principal de estudiar como se aprende
matematica y se basa en la interpretacion de la teoria piagetiana relaaestadecion
reflexiva (Pons,2014) Para Piaget el desarrollo mental de un nifio aparece como una
sucesion de estadios donde cada uno amplia al anterior, reconstruyéndolo en un nuevo
plano para sobrepasarlo. Los cuatro estadios principales son: el sensomotor, en segundo
lugar, el preopracional, luego el de las operaciones concretas y las estructuras de
cooperacion y poultimo el pensamiento formdla abstraccion reflexiva se lleva a cabo
cuando hay una proyeccion del conocimiento existente a un plano superior mediante
actividades queonllevan a la reorganizacion del conocimiento en nuevas estructuras.
Sobre el concepto anteriormente descripto en la teoria APOE se definen dos ideas
fundamentales: las construcciones mentales (formas de conocer) y los mecanismos (actos
cognitivos) medinte los cuales los estudiantes efectlan las construcciones mentales

(Pons, 2014).
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Las construcciones mentales son: accippescesos, objetos y esquemas, de alli la sigla
APOE La accion es la transformacion de un objeto que el estudiante percib® extern

él. Cuando esa accidn es repetida y el alumno reflexiona sobre ella puede ser interiorizada
como proceso. En el momento que el estudiaatenasobre las operaciones que se
aplican a un proceso particular, toma conciencia de ellas como una totsdidiach
transformaciones que puedan actuar sobre él, decimos que el proceso se encapsulé en
objeto. Porltimo, una coleccién de objetos y procesos pueden organizarse de una manera
estructurada para formar un esquema.

Dubinsky consideraietetipos de meanismos que permiten a la persona realizar las
construcciones mentalesnteriorizacion, coordinacion, inversion, encapsulacion,
desencapsulacion, tematizacion y generalizad#ael (2003) explica estos mecanismos

de la siguiente manera: el proceso dem@msion comienza con la accion, conforme ésta

se interioriza y ya no se maneja por influencias externas se convierte en proceso. El
estudiante puede utilizar este proceso para obtener nuevos procesos a través de la
coordinacion (mediante dos 0 mas proses® construye otro) y la inversion (la persona

es capaz de pensar el proceso en forma inversa y crear un nuevo proceso). La
encapsulacion es la transformacién mental de un proceso a un objeto cognitivo. Una vez
encapsulado el objeto existe en la menteimtiividuo y le coloca una etiqueta. Esta
etiqueta permite al estudiante nhombrar al objeto y asociarle edgor@obre el cual lo
construyo. Bta vision dual es esengigh que permite desencapsular un objeto y regresar

al proceso en una forma anteriosa encapsulamiento. El elemento final de la teoria
APOE, el esquema, es una coleccion de procesos Yy objetos. Tematizar un esquema
significa que es posible actuar sobre el mismo para poder desglosarlo, examinar sus

partes, reconstruirlo y disponer de él gtuaciones problematicas (Pons, 2014). La
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generalizacion de un esquema ya construido se presenta cuando el estudiante amplia el
campo de utilizacion del mismo.

En algunas investigaciones realizadas por el grupo RUMEC la teoria sobre acciones,
procesos Ybjetos no aportaba una explicacion suficientemente solida para los matices
encontrados. Esto produjo un retorno a los documentos de Piaget que dio lugar al analisis
de tres etapas para describir el desarrollo de un concepto: Intra, Inter y Trans.

Salazay Diaz y Bautista (2009) $odefinen comp

V Nivel Intra: se analizan los objetos en términos de sus propiedades, lpsjem
son locales y cuando se establecen generalizaciones, éstas son simples.

V Nivel Inter: la persona usa y compara las ideas que tiene aisladéasxipna
acerca de ellas, lo cual lo lleva a construir relaciones y transformaciones.

V Nivel Trans: el swigto reflexiona sobre las relaciones y desarrolla nuevas
estructuras. A su vez puede percibir nuevas propiedades globales que eran
inaccesibles en los otros niveles.

Asiala et al(1997) defnenla construccion del conocimiento matematico desde la teoria
APOE de la siguiente manera:
El conocimiento matematico de un individuo es su tendencia a responder a
los problemas matematicos percibidos mediante el reflejo de los problemas y
sus soluciones dentro de un contexto social y por medio de la construccion y
remnstruccion de las acciones matematicas, procesos Yy objetos y
organizandolos en esquemas para utilizarlos en las soluciones de situaciones
(p.5).
Otro elemento esencial en la teoria APOE eefcomposicion genéticke un concepto
gue es una descripcion hipotética, basada en datos empiricos, de la forma que es posible

gue una persona construya conocimiento matematico. La finalidad es proponer un modelo
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de cognicién (no es Unico), una descripcion de las construccimeesales que
posiblemente un estudiante haga para desarrollar su comprension sobre un concepto. La
descomposicién genética inicial se basa en la propia experiencia de los investigadores y
en unateoria general de aprendizajeudgo de ponerse a prueba geesufrir
modificaciones (Pons, 2014).

2.1.3 La comprension durante la operacién con representaciones multiples
La operacion con representaciones multiples se debe a Kaput (1987, citado en Meel,
2003). Para este autor un sistema de representacion consta dewuddss, el
representado y el representante; los elementos del mundo representado, los elementos del
mundo representante y la correspondencia que une las conesitnedss dos mundos.
Las representaciones matematicas o sistemas simbodlicos mateméaticostesmas de
representacion en los que el mundo representado es una estructura o concepto matematico
y el mundo representante es un esquema de simbolos. Cuando el estudiante construye un
significado personal se presenta una negociacion entre las opesdtsicas que pueden
observarse y las operaciones mentales que son hipotéticas. Segun Kaput el desarrollo de
la comprension es el cambio de operacion en el mundo de las operaciones fisicas para
operar en el mundo de las operaciones mentales.

2.1.4 La comprensiin como la superacién de obstaculos cognitivos
Los obstaculos cognitivos fueron definidos en primera instancia por Bachelard (1938,
citado en Meel, 2003) y se clasificaron en genéticos o psicolégicos, didacticos y
epistemoldgicos, de acuerdo si su apani@é debe al desarrollo personal del individuo,
a la practica de ensefianza o a la naturaleza misma del concepto matematico. Para este
autor la construccién del conocimiento cientifico no es un proceso continuo, sino que
resulta del rechazo de formas previe conocimiento: los obstaculos epistemoldgicos

(Artigue, 1998). En matematica algunas dificultades de aprendizaje resultan de aplicar

40



formas de conocimiento que han sido durante un tiempo efectivas, ya sea en un entorno
cultural o escolar. En particullrs obstaculos epistemoldgicos tienen dos caracteristicas:
son inevitables debido a que la persona construye la comprension de un objeto
matematico y el desarrollo histérico del concepto refleja su existencia (Cornu, 1991,
citado en Meel, 2003).
En estaihea Sierpinsk&1990, citado en Meel, 200&@stablece que el uso del andlisis
epistemolégico de un concepto matematico ayuda a analizar la comprension alcanzada
por el estudiante mediante la observacion de las diferentes maneras de percibir un
concepto. Edesarrollo de la comprension puede describirse en algunos casos como la
conciencia de un obstaculo lo cual permite nuevas vias de conocimiento. La medicion de
la profundidad de la comprension se alcanza mediante la identificacion de la cantidad y
calidadde actos de comprension logrados o el nUmero de obstaculos ejsfieos
superados.
2.1.5 Modelo de comprensién de Pirie y Kirien
Para estos autores la comprensiéon matematica no es lineal, es un fendbmeno recursivo y la
recursion parece ocurrir cuando el pengato cambia de niveles de complejidad. En
palabras de Pirie y Kirien (1989, citados en Meel, 2003):
La comprension mateméatica se puede definir estable pero no lineal. Es un
fendbmeno recursivo, y la recursion parece ocurrir cuando el pensamiento
cambia I niveles de sofisticacion. De hecho, cada nivel de comprension se
encuentra contenido dentro de los niveles subsiguientes. Cualquier nivel
particular depende de las formas y los procesos del mismo y, ademas, se
encuentra restringido por los que estanduds él (p. 235)
De esta manera establecen siete niveles potenciales como evolucién en la comprension

matematica. El primer estrado es ela®iocimiento primitivotoda la informacién que
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el estudiante tiene en el momento de aprendizaje. El seguad@db creacion de
imagenesel alumno realiza acciones (mentales o fisicas) basadas en sus conocimientos
anteriores para obtener una idea del concepto. El siguiemtgrension de la imageal
estudiante logra obtener una imagen mental del objeto ypsterior,observacion de
la propiedad puede examinar dicha imagen y determinar las distintas propiedades
asociadas a la misma. El quinto estrado de la comprension llgimadalizacionse
caracteriza porque el estudiante puede extraer cualidades cwheiras clases de
imagenes y tiene como resultado la produccién de definiciones mateméticas completas.
En el siguiente estrado, ddoservaciongl alumno es capaz de organizar y estructurar los
procesos de pensamiento personal. El ultimo nivedstaucturacién en el mismo la
comprension del estudiante trasciende el tema particular para pasar a una estructura
mayor. El anillo exterior del modekobre la comprension se llamaencion.En éste el
estudiante se cuestiona haciendo uso de los conocimientos formales que posee y es capaz
de dar paso a un nuevo conocimiento, el cual puede dar lugar a una nueva accion primitiva
y comenzar nevamente elecorrido anterio(Meel, 2003).

2.1.6 La comprension segun Sfard
Sfard (1991) estudia la comprension en matematica y apoya su teoria en la de Piaget. Esta
autoraestablecda diferencia entre concepto, que eddea matematica en su forma
oficial, y concepcia, definida comda idea del concepto que vive en la mente humana,
gue depende de la experienceagonal y esta sujeta a cambidssu vez Sfardntroduce
dos formas de concebir un concepto matematico: qumeeso o CQproducto de un
cierto proceso o glroceso en si mismo y como objet€B, entidad concebida como un
objeto real. Si el estado de concepcién de un objeto es sélo el operacional, la autora
establece que la comprensioreseuentran un estado incipiente y el alumnoastapaz

de, por ejemlo, resolver problemas. Es importante aclarar que estas concepciones estan
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descriptas en términos de caracteristicas externas de los estudiantes como actitudes,
habilidades y conductas. Entonces la observacion de esas acciones cuando los estudiantes
se effrentan a una tarea matematica es la que permite verificar el grado de comprension
de un concepto matematico.

Tomamos este marco tedrico para estudiar la comprension de los alumnos de ingenieria
de la UNLaM sobre los conceptos involucrado®&tuando interactian con actividades
basadas en la variacién y en las que se usan diversos sistemas de represenibéion.
ampliamos esta teorén el Gpitulo 3 queremos mencionar dos trabajos de tesis que se
basan en lanismay nos sirven de refereracpara nuestro estudio

Comenzamos por el dslora (2006)que tiene como objetivanostrar el nivel de
comprension del concepto de funcion en los estudiantes que ingresan a los cursos de
Calculo de la universidad y como inciésteen el aprendizaje del Teorema Fundamental

del Calculo. La investigacion de caracter exploratorio se resdibee un gupo deld
estudiantes dengenieria yciencias Sepresentan dos resultad@d:primerode caracter
cuantitativo en el cual se consighan las mediciones cuaceerespecto a la concepcion

de los alumnos sobre el concepto de funcién c6@g/o CE de acuerdo a Sfard y como

incide esa concepcion en la comprension TremaFundamental deCalculo. El
segundo resultado muestra un estudio de tipo cogrifeciuadaa dos estudiante=n el

gue se explica la forma en gaetivan sus esquemas cognitivers procura de lograr
desarrollos exitosos frente a problemas matematicos, siguiendo una adaptacion del
modelo piagetiano sobre la comprension.

Una de las conclusioneslas que arribeel autores que los strumentos utilizados
permiten observar los esquemas que @intas acciones de los estudiantes en las distinta
situaciones. Estas ultimaginto con las variables didacticas quepssieron en juego,

posibilitan obsevar el estado de comprensién noosdé los conceptos considerados en
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la investigacionsino el de otros, tales como los conceptos de variable y regla de la
cadena
La otra tesis a la que hacemmenciones la de Murillo (2013)Este estudiestablece
cono objetivo general igntificar y caracterizar nivelete comprensiérdel concepto de
funcionen estudiantes dével secundaripatravésde sus concepcion€0 y CEsegun
el marco tedrico de Sfartla metodologia es cuantitativa y se utilizan métodos empiricos
como el estudio documental, cuestionarios, encuestas y estadisticos ddrlagésuales
se analiza el nivel de comprensiéndel conceptoen una muestra representativa de
estudiantes
Las pregintas del cuestionario se estructuran y clasifican teniendo en cuenta las diferentes
representaciones de una funcioén y el modelo de construccion de concef€onés=
Una de las conclusiones que extrae la autora es que el concepto de funcién eswisto co
una relacion de asignacion entre dos conjuntos, generando aprendizajes memoristicos, lo
cual reduce el desarrollo de aprendizajes significativos que favorezcan la resolucion de
problemas por parte de los alumnos. La tesis culmina con una propuestaiéaea del
concepto de funcion segun la teoria de Sfard.

2.2El Pensamiento y Lenguaje variacional
El PyLV permite tratar la articulacion entre la investigacion y las practicas sociales
basadas en la mateméatica del cambio y la varig€iantoral y Farfan, 19B). Aporta una
mirada que complementa a la de los enfoques tradicionales mencionados en el apartado
anterior que centran su atencién en el aspecto cognitivo de la construccion de un objeto
matematicoya que estudia la naturaleza del saber desde una vision piedltia
epistemologia del conocimiento, su dimensidn sociocultural, los procesos cognitivos que

le son asociados y los mecanismos de su institucionalizacion via la ensefanza.
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Este trabajo incorpora las ideas del PyLV, el cual se interesa por estudardoehos
de ensefanza, aprendizaje y comunicacion del saber matematico relativos a la variacion
y el cambio en situacion escolar universitaria.
El Calculo Diferencial e una herramienta poderosa para describir en términos
mateméaticos ciertos fendbmenosla@aturaleza u otras ciencias en los que se involucran
situaciones de cambio. Esto nos permite cuantificar, analizar, explicar y predecir estados
futuros de dichos fenbmenos.
A pesar de esto la ensefianza del Célculo ha tomado otros caminos: o estatradg ce
en aspectos formales y tedricos o prioriza las competencias algoritmicas en el calculo de
limites, derivadas y primitivas. En un curso tradicional de Calculo se brinda la definicion
formal de un objeto (pajemplo,la derivada de una funcion en punto), se demuestran
propiedades y luego se realizan ejercicios
definicion, propiedades, teoremas y ejercitacion obstaculiza el uso del Calculo como
herramienta de modelacion y prediccion.
Diversas investigaones dan cuenta de que se puede trasmitir la esencia del Célculo
desarrollando en los estudiantes ideas de variacion y cambio (Cantoral y Farfan, 1998,
Dolores, 1996, Guerrero, 2002, Sanchez y Molina, 2006, Garcia, Zfdricken, 2011,
Cardona, 2009Czérera, 200%
A continuacion,detallamos algunas investigaciones basadas en el PyLV que so
referentes de nuestro estudio.

2.2.1 Sobre el concepto de funcioy variacién de funciones
Valero (2004 en su tesigvidencia la necesidad de investigar la estabilidad o cambio de
las concepciones alternativas acerca del andlisis de funciones bajo condiciones
determinadas de ensefianza. El térnaimocepciones alternativaescribe aquel tipo de

conocimiento que difieradel que debiera ser aprendido. $empruebaque las
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concepciones alternativas no se abandonan sélo por una exposicién a los conceptos
cientificos correctosUna de las concepciones alternativas frecuentes es no diferenciar
entre elcomportamiento de una funcion (crecimiento o decrecimiento) y la ubicacién de

su gréfica en el plano cartesiafit.objetivo central de la investigacion es remover esas
concepciones para sustituirlas por otras acordes con el conocimiento cientificoa De est
manera se pretende allanar el camino a los estudiantes para cuando llegue el momento de
enfrentarse con los conceptos propios de la matematica del cambio puedan llevar a cabo
el andlisis grafico de funciones de acuerdo con las concepciones aceptadas por
disciplina. Las actividades disefiadas para la experiencia tratan sobre el signo de una

funcion  f(X), su comportamiento (crecimiento, decrecimiento y estabilizacion) y el

trabajo simultaneo de estas dos caracteristicas.

En la misma linea Guerrero (2002fe@la un estudio exploratorio sobre el
comportamiento variacional de funciones a través de sus representaciones graficas y
analiticas en los profesores de nivel medio superior. Esta investigacion estenpty

la confusion manifiestan alumnos entris intervalos de positividad y negatividad de

una funcién y las caracteristicas de crecimiento y de decrecimiento de la Elismtr

realiza un estudio en los profesores para poder evidenciar si tienen el mismo
comportamientoque sus alumnosA través de un cuestionario se analizan las
concepciones de ladocentesobre crecimiento y decrecimiento, puntos estacionarios,
funcion positiva, negativa y nula y se tienen en cuenta el tratamiento y la conversion entre
registros: grafico, analitico y verbdlentro de las conclusiones mas importargées
manifiesta que los docentes confunden signo de una funcién con su comportamiento
cuando la informacion esta dada en cualquier registro. A su vez cuando se les solicita

graficar un punto de estabilidad grafican una funcién constante en un intervalo. La
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mayoria de los docentes entrevistados no puede graficar una fuhidnde la cual

conocen el grafico de su derivada.
En Vrancken, Enigr, Giampieri y Muller (2015)Engler, Vrancken y Muller (2003)
Hecklein, Engler, Vrancken y Millg2011) encontramos numesas actividades que
tienen como objetivo favorecer el desarrollo del PyLV en estudiantes. El primer trabajo
trata sobre el concepto de funci@i,segundo sobre el estudio del comportamiento de
funciones bajo el supuesto de una ensefianza activa en lusdmrdzar la relacion
derivadafuncion y funcidrderivaday el tercero sobre la exploracion de los conceptos de
variable, funciones y cambio en estudiantes de secundas&tresarticuloscentran la
atencion en la forma en que el estudio de procesogadacion permite construir
acercamientos significativos para la comprension y el uso de las funciones como modelos
de situaciones de cambio.

2.2.2 Sobre el concepto de derivada
Engler y Camacho (2012nalizan y describen el aporte de varias investigaciones sobre
la ensefianza y aprendizaje del concepto de derivada desde la perspectiva del PyLV. Estos
autores sefialan a Cris6logo Dolores como pionero sobre el tema en estudios de habla
hispana. De Doloregl998) rescatamos una investigacion que realiza en el bachillerato
en la cual toma como supuesto qeledesarrollo de ideas variacionales favore&ce
comprension del concepto de derivadhaltor disefia lo que él llama una experiencia
pedagogicacon 32 estudiantes organizada en tres fases. En la primera se estudian las
variables y las funciones. La segunda esta dedicada a la formacién del concepto de
derivada partiendo de la determinacion de velocidades medias y como necesidad de
calcular la veloidad instantanea. En la tercera fase se trabaja con razén de cambio
instantanea en problemas que no estan necesariamente relacionados con la variacion

fisica.
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Vrancken(2011) realiza una investigacion cuyo propésitimdagar lasiociones ligadas

a la cerivadaque construyen los alumnos cuando trabajan con actividades especialmente
dise fadas. Pl a n taeomprénsion He lgpderivaela sie &avorede ki se propone
una situacion didactica que permita a los alumnos manejar y coordinar distintosregis 0

(p. 102. La autora disefia y pone a prueba una secuencia didactica que propicia la
comprension del concepto derivada desde la linea del PyLV y en la cual se utilizan varios
registros de representaciéRlanteauna ingenieria didacticgara llevar adelante la
investigacion. Raliza un andlisis a priori, es decir prevé el comportamiento de los
alumnos, luego efectia la experimentacion y goma un analisis de los datos o a
posteriorj lo cual le permite concluir la validacion de lacisencia disefiada. Los
instrumentos de recoleccion de datos son las producciones de 23 alumnos, la observacion
de la puesta en comun de cada actividamto entrevistas y los datos de los examenes de

los estudiantes involucraddgno de los resultados pripales que arroja la investigacion

es que si bien, a medida que los alumnos tralaga la secuencia didactica, pueden
plasmar argumentos de tipo variacional, naturalmente recurren a procedimientos
tradicionales o basados en formulas o expresiones algabr A su vez la autora valida

la hipotesis planteada: las producciones de los alumnos evidencian una evolucion positiva
en la comprension del concepto de derivada y de las diferentes interpretaciones en los
distintos registros: verbal, numérico, graficanalitico, luego de haber trabajado con la
secuencia didactica basada en ideas variacionales.

Otra tesis en la misma linea que la anterior es laatei&2011). En este escrito se
exponen los elementos del disefio y puesta en escamaadecuencia € aprendizaje

para la ensefianza de la derivada en estudiantes principiantes universitarios. La autora
plantea como obijetivo general contribuir a la mejora de la comprensién del coteepto

derivada en estudiantes que inician sus estudios en la Licen@atiatematica. La
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hipétesis de laue separtepara la realizacion de este trabaje | a s iedianieent e :
la introduccién a la derivada por la via variacional, se pueden crear condiciones que
ayuden al estudiante a mejorar la comprension del conckpivad®  (14). .En la
elaboracion de laecuenciae toman como ejes directrices a la variacion y a la transicion
entre registros: geométrico, numeérico, algebraico y verbal. Como metodologiaese sig

los pasos: disafide lasecuencia daprendizajetoma deuna prueba diagnostiaapre

testalos estudiantes que participde la experiencjarabajocon el dispositivo disefiado

y por ultimo se toraun pos test a los alumnos involucrados.

Como conclusiéon principal sefala queskcuenciadisefiada contribuya mejorar la
comprension de los estudiantes, aunque no en su totalidad. Segun la autora la introduccién
de la derivada por via variacional ayuda a la comprensiéon del concepto, logrando también
una interaccion con los comparieros y el @sof y en base a los conocimientos previos.
Destaca que el estudiante es el ultimo responsable de su proceso de aprendizaje, es él
guien construye el conocimiento y nadie puede sustituirle en esa tarea.

La tesis de Vidal (2012)ata sobre el estudio ¢eederivada vista como razon de cambio
afianzando e@mentos didacticos que conducgrun mejor desarrollo del proceso de
ensefianza y aprendizaje deniismamostrando su naturaleza variacional. También se
hace una aproximacidnstérica y epistemologica b€alculo Dferencial.

Debido aque los estudiantes de grado 11 en Colombia estudian conceptos, teoremas,
propiedades deCalculo, pero no aplicacionesino de los objetivos del Ministerio
Nacional de EducaciGthe Co |l o mbi a p mterpretae la mocidyn deaddrivadaee s A
como razén de cambio y como valor de la pendiente a una curva y desarrollar métodos
para hallar las derivadas de algunas funciones basicas en osnt@atematicos y no

matematicosg (Vidal, 2012,p. 1).
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Entonces el autor describe diversas dificultafiesstienen los estudiantes y luego expresa
gue es pertinente buscar estrategias didacticas diferentes para aproxirafurrariosen

los conceptos deCalculo Diferencial y en particular al ceepto de derivadaPara
formular una propuesta didactica establgerefundizar en el analisikistérico del
conceptaa fin deidentificar los origenes del estudio de la variacion y la interpretacion de

la derivada como razén de cambio.

En el dltimo capitu desarrolla los objetivos de cada unidad did4ctica, las habilidades
gue espera desarrollar, los conteniddsididos en conceptuales, procedimentales y
actitudinales), metodologia, materiales y recursos y la evaluacion.

Sanchez (2006) describe una semige didactica para introducir el concepto de derivada
usando ideas de variacion, diferentes sistemas de representacion y dispositivos
tecnologicos como calculadoras graficas y sensores de movintg¢aigor enfatiza que

el disefio didactico mostrado @ife de otros debido a que incluye la utilizacion de
dispositivostecnologicos que permiten representanglizar las ideas matematicas de

una manera mas agil y sencilla que en un ambient&pikz y papel, ademas tisorecer

el estal#cimiento de una relacion entepresentaciones.

Marcolini (2003) basa su investigacion en la resignificacion del concepto de derivada a
través de las derivadas sucesivas y en la serie de Taylor como herramienta de prediccion.
La motivacion del estudiostd dada por la fragilidad del conocimiento @élculo que
evidencian los estudiantes y la dicotomia de la ensefianza de la Matematica y de las
ciencias experimentales como Fisica, Biologia y Quimica. La autora tiene la vision que a
través de una reconstion del discurso matematico escolar pudmtgar que las
ciencias experimentales sirvan como complementarias en la construccién de conceptos
importantes del Calcul&Genala queentre varias investigacionda mayoria no plantea

gue dicho discurso seasceptiblede modificaciones. Segun ella lo que se ensefia en el
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aula no logra trasmitir las ideas matematicas necesarias para hacer frente a los problemas
gue se plantean en el campo de las ciencias experimeibtdgetivo general que se
planeaes estudiar las causas de las dificultades que se presentan en los procesos de
ensefianza y aprendizaje dediculo en estudiantes de ingenieria. Coomo de los
objetivos espec?2ficos est pebshngente y lBrigwaje or ecer
variacionalque le posibilite abordar con éxito los problemas propiotasi€iencias
Experi mgmRd.al es o
Basa el estudio en:

V La resignificacion del concepto de derivada a través de las derivadas sucesivas.

V La serie de Taylor comlerramienta de prediccion
Usa como metodologia la ingenieria didactica sustentada en el marco teorico de la Teoria
de Situaciones Didacticas y Transposicion Didactica. En el analisis preliminar analiza en
la situacion didactica disefiada en diversos tregidas etapas de keoria anteriormente
mencionadarevisa manuales escolares y muestra la opinion de expertos sobre la misma.
Efectiados experiencias en grupos distintos, ademas de una prueba piloto previa
Como conclusiones importantes estableceajwestudio loga centrar la atencion en el
gué ensefar en vez del como ensefar, apoyandose en la vision interdisciplinaria de las
ciencias experimentales, donde la materaatic/o su motor de desarrollo. A su vez
aportaun analisisepistemologico profundo de la serie dg/ldg en el cual se identifica
dos aspectos centrales: el reconocimiento de las aplicaciones e influencias de la serie en
el desarrollo de algoritmos y patrones numégtgebraicos y el estudjpuntual de los
fendbmenos de movimiento de cuerpos rigido del analisis de las curvaBn las
situaciones problemas que Iss presenta los estudiantes se involucran las derivadas
sucesivas en contextos de Cinemética y Bioldggto permitea los alumos interactuar

y lograr construir o reconstruir conceptos avés de problemas no rutinarids las
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producciones de losstudianteseobserva el proceso de aprendizaje, la evolucion de las
estrategias al mostrar sus acciones, iggsercepciones en guse bagapara formular y
justificar las respuestas
Cardona (2009) pretend®mmprobar de manera experimental un disefio didactico para
estabilizar la nocién de derivada. La estabilizacion de la derivada es cuando una persona
al enfrentar una tarea o preblamatematicohace un tratamiento articulado entre la
funcién y sus derivadansistentementeain importar el contexto de representacion que
se le presente. La propuesta didactica que hace el autodérafaeel estudiante se
apropie del concepto de derivada desde las derivadas sucesivas (no deggmia tan
regla de cuatro pasos) y consisteel mismo instrumento utilizado en la tesis de Valero
(2004). La recoleccion de los datos se reglizr medio de las producciones escritas por
los estudiantes y material de audio, este Ultimeegara transcribir las conversaciones
entre y con los ésdiantes. Entre las conclusiomgstenidagenemosjueel proceso de
estabilizaci-n se Andetieneo debido a | os
V Aparicion del teorema factuéinediante el cual se piensa que si la funcion es
positiva su derivada también lo es).
V Manejode poco universo de funciones: sélo polinomios de grado 0, 1, 2y 3, no
aparecen funciones exponenciales, logaritmicas ni trigonométricas.
V Uso de pocos registros, en general el gréafico y el verbal.
V No entendimiento de las instrucciones de cada problenematico y algunas
dificultades a nivel aritmético o algebraico.
Otra investigacion que trata sobre el concepto de derivada en problemas de aplicacion y
la relacion entre la derivada y las derivadas sucesivas es la que efecttan Simén y Miguel
(2013). Los autores suponen gue el exhaustivo estudio en matematica hdedunece

no le preste demasiada atencién a las situaciones de cambio que se dan en otras
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disciplinas, por lo que proponen una propuesta didadsdéisadan la nocion de variacion.
Como objetivo general de investigacion se busca identificar y analizapoeldé&
concepciones que tienen los estudiantes sobre el concepto de derivada, analizando para
esto el tipo de herramientas de PyLV que ponen en juego y cémo las utilizan, con la
finalidad de encontrar elementos que permitan influir en el redisefio delsdiscur
matematicolUna de las conclusiones @se la mayoria dibs estudiantes que participa

en el estudio carecen de estrategias del PyLV gquedestan pasar del lenguaje
algebraico al lenguaje grafico, ademas de que no pueden establecer un manejesimulta
entre las derivadas sucesivas, lo cual indica que su concepcion de derivada se muestra
fragil. A su vez & interpretacion que daa la definicion de derivada es la que
tradicionalmente se usa en los libros de texto y por lo tanto la que seaobsetv
ensefanza tradicional. M pocos estudiantes pueden dar una interpretacion de razén de
cambio,en generaho alcanzan a ver g@limite representa variaciohosalumnosque

utilizan alguan recurso grafico para trabajar sus ideagstrarresultadosnmasexitosos

gue los que no lasan

Zaldivar (2006) manifiesta que existesobre elCalculo a nivel universitariovarias
investigaciones, propuestadiferentes paradigmas que no llegalas aulas. En palabras
del a u ¢l arduo trabago desarrollado en didactica del calculo, asi como los
proyectos dénnovacionen su ensefianza, puede decirse que poco han logrado incidir al
seno de las practicas institucionales y practicas deé @ula). Preexiste una gran brecha
entre la innovacion (realidad de aula) y Iageistigaciones cientificas.

El autor discutesobre los beneficios quéehe el poner al alcance del profesorado
universitario ciertos elementosde corte didactico, epistemolég y cognitivo que se
encuentran presentes eastudios relacionados con la didactica del Calculba

investigacion realizada es de tipo documental y establece un posible eje rector para el
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empleo de las investigaciones como potenciales herramientas paséesorado en la
generacion de alternativas de ensefianza y aprendizaje al interior y exterior de sus aulas.
El objetivo general esuscarconformar a manera de catalogma serie de elementos que,
derivados de la evidencia empirica, se constituyaneomo A hi | o conductor o
docente enel Célculo. Dentro de estos elementos desarrottenceptos como:
visualizacion, PV, obstaculos epistemoldgicos, registros, entre otros. El autor quiere
establecer de esta forma un puente entre la investigaki@wocencia, entre la innovacion

y la aplicacion. Muestra también upeopuesta didactica disefiada y la analiza punto por
punto a la luz del marco teorico. Termina la tesis con una sintesis de todas las
investigaciones estudiada@xponiendoobjetivo, marco teorico, publico al cuaktan
dirigidas y la propuesta en si misma.

La tesis deCabrera (2009) tiene como objetivo realiza estudio tedrico documental
donde se analiza ehfoque por competencigsalgunos de los resultados delLRycomo

linea de investigacior.a idea es ver si lastuaciones propuestas por elLRyfavorecen

el desarrollo de competenciasinsiderandolas como unidades minimas requeridas para
obtenerel titulo de bachillerato.

El autor desarrolla el marco tedrico sekt enfoque de competencias en forma completa.

A su vez establece gua linea de investigacion del Py muestra la factibilidad de
abordar el estudio de la variacion y el desarrollo de las estrategias variacionales, como
medios adecuados y favorecedopesa la construccion y apropiacion de conceptos
matematicos tales como las funciones y las derivadas, combinando ésta con registros de
representacion semibtica. El autor considera que los resultados provenientds\el Py
puede ayudar a ir conformando urdeeuada base metodolégica para promover el
desarrollo de las competenci&sponediversas secuencias didacticaalizadas sobre la

linea de PkV y resolucién de problemas y analiza las competenerasada una.
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Concluye que el Ry es una competencia neahatica importante y transversal a
diversas disciplinas.
Martinez (2005) elabora un estudio sobre la didactica y la cognicién de la pendiente y su
respectiva variacion. El autee basa en que la variacion de la pendiente como nimero y
cambio de signo juga un papel importante en el andlisis de funciones, en la
determinacion de maximos y minimos de una funcion a través de la derivada, asi como
en elCalculo Diferencial.En la investigaciomealizaun analisis didactico profundo de
diversos libros de Calculo y Precalculo.

2.30tras investigaciones que aportan a nuestro estudio
Los estudios anteriormente citados estan enmarcados especificamente en el PyLV.
También podemos dar cuenta de investigaciones $6btP y ER de una funciory PO
gue se encuadran en otros marcos teoricos. Estos nos sirven de referencia por los
conceptos matematicos involucrados en las mismas, por su contribucién sobre las
dificultades detectadas en los alumnos cuando resuelven este tipo de problemas y por los
resultados que obtienen sobre su aprendizaje en las experiencias reportadas.

2.3.1 Sobreproblemas de optimizacion

La tesis de Cuesta (2007) trata sobre el concepto de fun&B&dg una funcidnAnte
la problematica especifica de estudiantes Eb®nomia que tienen que adquirir
habilidades para plantear y resoN®&D propios de su carrera, el autor propone como
objetivo general analizar el proceso de ensefianza aprendizaje del concepto de funcion en
las condiciones del sistema educativo de su universidad, a través de la realizacion y
evaluacion de una unidad didactica que incida en la creacion de significados por parte de
los estudiantes. La investigaci@onsideranecesidades propias del contextonde se
exige una reforma hacia farticipaciénactivadel alumno, que sea gestor de su propio

desarrollo y formacién integral.
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Se bas@n la teoria constructivistaaRe de ideas, errores y dificultades de los estudiantes
sobre el concepto de funcibn R con el objeto de describir e interpretar el
comportamiento durante y después de aplicar la unidad did&xicaea un ambiente de
aprendizaje diferente al de la ensefigdnadicional.La aplicacion de la unidad didactica

es el soporte dedstudio de campo, para el que se disefian instrumentos especificos de
recogida de informacién para evaluar el aprendizaje de los alumnos y la unidad didactica
en si misma.

Para el proceso de aprendizaje se toman datos en los siguientes momentos:

V Al inicio de la unidad didactica: prueba diagnéstica

V Durante el desarrollo de la unidad didactica al grupo de estudiavab®a no
participante diario del profesor y cuaderno del estudiante donde realiza las tareas
extraclase

V En las sesiones de trabajo deldastigador con una muestra de estudiantes:
observacion participante (observacion directa, entrevistas informales, grabaciones
de cintas y notas de los alumnos)

V Cuando termina la unidad didactica: prueba final, cuestionario a los estudiantes
(ya desde elynto de vista de percepcion sobre la unidad didactica) y entrevista
al profesor

Dentro de las conclusiones principales sobre la identificacion de dificultades en el proceso
de aprendizaje sefiala que el esquema conceptual del estudiante sobre el cencepto d
funcidonsugieredos aspectos: la existencia de una relaciéon de dependencia entre las dos
variables cuyo significado no siempre se comprende, y la evocacion de ejemplos vistos
en clase como prototipos. Puede corroborgoré&senciade dificultades en tass de
interpretacién y construccion del concepto de funcidn producida por conocimiento (o no)

del contexto dado. Sobre los registros de representacion el mas afectado es el contexto
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geom®t rico. Algunas palabras c¢omebirddaados
funcion desde un contexto geométrico. Muchos estudiantes no pueden transferir una
funciébn desde una tabla y/o grafico a su expresion analitica. En general no tienen
habilidad para establecer una relacion entre los distintos sistemas de rapi@sent

Respecto al concepto @R, los alumnos, en la mayoria de los casos, lo explican como

el cambio de comportamiento de la funcién o por su posicion en una cierta localidad de
valores. La explicacion se apoysualmenten la representacion grafica, como altura de

la misma, sin estabpter una relacién con otro sistema. Para algunos estudiantes el valor
maximo relativo de una funcién se halla en, por ejemplo, el altimo valor calculado en una
tabla.

En los trabajos de Baccelli, Anchorena, Figueroa y P(&@d1, 2013, 201%serealiza

un analisis exploratorio de las dificultades de los alumnos de ingenieria para e€blver

El primer andlisise basa en el desempei@outh grupo de 38 estudiant8g utiliza como
instrumento de recoleccion de datos un protocolo disefiado paraciopelizar los
conceptos del Enfoque Ontosemiético de la Instruccion y la Cognicion Matematica que
pretende captar la configuracion epistémica y las configuraciones cognitivas asociadas al
problema. El problema que se presenta a los alumnos es el dea@&nao rombo de lado

un metro que tenga la mayor area posible. Sélo el 13% de los alumnos lo resuelve
correctamente.

Una de las conclusiones mas relevantes es que el planteo de la funcidon en una variable se
identificacomo un procedimiento claen la esolucion de este tipo de problemas ya que,
dados los conocimientos matematicos en juego, es condicion necesaria para la obtencion
deER.

El segundo trabajoeportadotambiénen Baccelli, Anchorena, Moler y Aznar (2013)

consiste en una invegtcionexploratoriadescriptiva en la que la poblacion esta formada
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por 183 alumnos de la asignatura Analisis Mateméatico perteneciente al primer afio de las
carreragie ngenieriaSe administral instrumentajue propne la resolucién de dos PO

uno es el del robb mencionado anterimentey otro brindado en registro gréafico en el

cual se solicita el rectangulo de mayor area con un vértice en una recta dada y los otros
sobre los ejes cartesiano&l momento de la toma de los datos ya habian concluido las
actividadesteoricas y practicas referidas al tema en cuestiimm de los resultados
principales es que quienes pueden establecer correctamente la funcion en una variable,
también derivan y encuentran sin dificultad el punto critico. El error cometido por los
alumnos al considerar el punto critico comERB, trae aparejado el bajo porcentaje que
estudia el signo de la derivada a derecha e izquierda del punto, mostrando la dificultad de
los estudiantes en argumentar sus procedimientos en ambos problemas.

En el tercerarticulolos autores se basan en el mismo marco tedrico y la experiencia se
realiza en un grupo de 78 alumnos de carreras de ingenieria. Estos estudiantes se dividen
en dos grupos, en uno de los cuales se efectia una intervencion didaetitada a
producir una mejora en la construccion de significaddivelaa PQ Para la recekcion

de datos se usan tres Rids de ellos suministrados antes de la experiencia didactica y el
tercero como item den parcialtomado posteriorment&l analisisrealizado sobre las
resoluciones de los dos primeros problemas replica lo que acontece histéricamente en las
evaluaciones de la asignatura al momento de la correccion de los mismos. Esto es, una
baja cantidad de estudiantes resuelven los problemas meadwsonbuego de la
experiencia didactica el grupo que intervino en la misma posee mejores resultados en la
resolucion del tercer problema que el otro grupo. Otra de las conclusiones impegantes
similar a la del segundo articulo y establgue muchos estliantes consideran el punto
critico comoER y por lo tanto no estudian el signo de la derivada primera a derecha e

izquierda del valor obtenido.
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Otro autor que dedica sus investigacion®OaesMalaspina(2002, 2004 y 2008 En el

primer articulo reportéa sintesis de un curso ofrecido en el marco de un congreso en el
gue tiene como objetivo principal estimular una perspectiva intuitiva para reB@ver
Segun el autor la intuicion es fundamental en el quehacer mateméatico, pero en general no
se desarrolladecuadamente debido a la necesidad prematura de formalizar y de presentar
métodos especificos. Se presentan varios problemas con diversos enfoques para su
solucién. Una de las conclusionesjeg,partiendo de problemas apropiados, trabajando

en grupos Yorientando adecuadamente, es posible obtener en el aula solugpienes
parten dela intuicion Luego trabajando interactivamente con los estudiantes,
modificando ygeneralizando problemas sencilles pueddlegar a situaciones que
requieren matematicaanzada, que usa y formaliza las percepciones intuitivas.

En el segundo articulo el autor presenta divelP$dson comentarios sobre la resolucion

de los mismos. La importancia radica en que considera que trabajasteotipo de
problemases una exceleéa oportunidad para estimular el desdoralel pensamiento
matematico. Esto esxaminar diversos casos, considerar situaciones particulares, hacer
representaciones graficas, abstraer, formalizar, conjeturar y demostrar, buscar
contraejemplos, pensar ereldstencia de soluciones, plantearse generalizacionesypre
nuevas dificultades. A su vez se motalastudio de teorias matematicas que resuelven
rigurosamente los problemas planteados o los problemas derivados de las especulaciones
matematicas a parde ellos.

En su tesis dedoctoradavialaspina (2008%e pregunta, entre otras cuestiones, cual es el
papel de la intuicién y el rigor en la resolucionRi@en alumnos universitarios. Realiza

un analisis de fuentes documentales de tipo epistemoldgistiritp, cognitivo,
semiotico y did4ctico. Tiene en cuenta basicamente la metodologia degawiésti

propuesta en el enfoque Ontosemiético de la Cognicidén e Instrucetenidtica. Los
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principales instrumentos de recoleccion de los datos son cuestraarpartir de
problemas especificamente disefiados, uno de variable continua y otro de variable
discreta.Analiza cualitativa y cuantitativamente las soluciones de 38 estudiantes de
ingenieria a esos d&O.

En el andlisis encuentra soluciones individead® las que los estudiantes hallan lo
pedido, pero no justifican sus resultados (soluciones intuitivas); en las soluciones grupales
son escasas las soluciones en las que hallan lo pedido, pero no justifican sus resultados;
y en las soluciones individualesun habiendo argumentaciones explicitas, se encuentran
afirmaciones sin justificacion, en una linea correcta hacia la solucion. A través de esta
realidad el autor no rechaza la conjetura sobre la cual existe una intuicion optimizadora.
También percibe dieiencias en el uso de proposiciones, procedimientos y argumentos
al resolver lod?O propuestos. Se acentla la escasa presencia de justificacion de que el
resultado obtenido es 6ptimo, mas aun en el problema de variable discreta.

Moreno y Cuevas (2004)abajan con doRO. uno conER que se puede obtener con el
criterio de la segunda derivada y otro extiremoabsoluto y no relativo. La muestra esta
formada por estudiantes que ya aprobaron el primer curgtaldelo Diferencial e
Integral en una variable y docentes. Los resultados son buenos en la resolucion del primer
problema, no asi del segundo. En el mistmdos los involucrados plantean bien el
problema y lo resuelven, pero la mayoria no tiene en cuenta el dominio bajo contexto,
con lo cual responden de manera errénea. Otro resultado interesante dekegiefthoe

a las respuestas obtenidas por losipgdntes cuando se les pregunta por la definicion

de maximo o minimo. Sélo el 10éhtre docentes y alumnda,brinda en fama correcta

La mayoria identifica uER con punto de derivada cero.

Guzméan, Ortega, Tapia, Rodriguez y Pérez (2010) realizamwestigacion en la que

estudian qué estrategias usan los alumnos de carreras no matematicas para decidir sobre
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los valoresER cuando el punto critico tiene derivada segunda nula. A sanaizan si
los alumnos reconocen el significado del objeto matiemaalor extremo elos registros

algebraco-simbdlico y registro gréfico. El problema se plantea en registro algebraico
simbolico y consiste en mostrar la funcitifix) = x°, su punto de derivada cero g+ 0

y Se pregunta si esto permite asegurar qug 8% hay un maximo o un minimo.

La pregunta se aplica a 96 estudiantes pertenecientes a carreras de Tecnologia Médica,
Bioquimica y de Ingenieria endnsporte y Transito, que cunsia asignatura de Calculo
Diferencial. Los estudiantes respienindividualmente y sin intervencion del profesor.

De los resultados se desprende que mas de un tercio de los ahonutdiga criterio

alguno en sus estrategias de solucion del problema. Los que aplican los criteawenlo

de manera incompleta muestrarel desconocimiento del criterio mismo erregistro
algebraicesimbolico. Tampoco realizan un pasaje al grafico para coordinar el
crecimiento de la funcidon con la visualizacion dgraficade la funcion. En el caside

la aplicacion del criterio de la segunda derivadierivan dos veces, pero al obtener
derivada nula concluyen que el criterio no se puede aplioarestudiantes operan bien

las derivadas en eggistro algebraico, pero falta el analisis de los sigleok derivada
primeray concluir, en este caso, que el valor n&e&s La nocoordinacion de los registros
algebraicesimbolicos con el registro grafico expliajuicio de los autoreda falta de
dominio de los criterios y la debilidad enclamprension.

Por dltimo, la investigacion realizada por Giné de Lera y Deulofeu (2010) plantea el
estudio de estrategias de solucién de un problema contextualizd&R® = parte de
estudiantes que ya tienen conocimientos sobre derivadas y sus apleaditise
especificamente se preguntan como crean los alumnos un modelo matematico de la
situacién y cémo, luego de solucionarlo, lo traducen o interpretan a la situaciéon real del

problema. Utilizan un protocolo dencio problemas y un cuestionario que apliea40
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estudiantes. A partir de un andlisisatitativo pueden determintipologiasde alumnos
cruzando las variables:

1. Saben usar el método estandar. (Si; No)

2. Plantean correctamente los problemas (tienen una base mateméatica aceptable).

(Si; No)

3. Interpretin las soluciones (usan razonamientos para contextualizarlas). (Si; No)
Uno de los resultados es que el 37,5% de los alumnos se encuentra en la tipologia valorada
con No en las tres variables. Dentro de las conclusiones los autores mencionan que los
estudantes estan entrenados para realizar procesos algoritmicos y cuando se les propone
un problema no rutinario donde el algoritmo no da directamente la solucion, no saben
interpretarlo.

2.3.2 Sobreotras cuestiones
No queremos dejar de mencionar otras tesicqoibuyen a nuestro estudio. Entre ellas
la tesis deGonzalez A. (2006) cuyo objetivo general es elaborar una propuesta de
ensefanza del concepto de integral impropia que incorpore los sistemas de representacion
grafico y algebraico y que se complemente con sesiones en un entorno computacional
para reforzar los contenidos. Edtabajo aporta desde el marco tedrico de registros de
representacion de Duval y desde su metodologia, ya que utiliza la ingenieria didactica. El
autor realiza un desarrollo teérico completo sobre la metodologia de ingenieria didactica,
estudia ingeniergadidacticas que se llevan a cabo en diversas universidadidasu
propia ingenieria con total detalle. Comienza indicando las restricoimmsgleradas
para disefiar la ingenieria: desde lo institucional (por ejemplo, el nimero de horas
destinadas akma) hasta caracteristicas de los estudiabDiegle las decciones macro
didacticasen decisiones mateniéds y didacticas y efectig analisis junto a dos de las

hipotesis planteadasEs de destacar tambi@hanalisis a priori de todas las actividad
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(ocho sesiones en totabn su dimensién matematica, dimensién didactica, sus objetivos,
duracion, forma de trabajo, el medio, material del alumno, material del profesor,
dificultades, acciones esperadie los alumnos y del profesor.

La tesis de Casfi@da (2004diene como propdésito la busqueda de elementos conceptuales
del punto de inflexibn y las segundas derivadas a través de una perspectiva
socioepistemoldgica con el fin de recuperar y agregar significados, involucrar nuevas
estrategias de estudyoredimensionar su conceptualizacion. Rescatamos de este trabajo

el estudio histériceepistemoldgico que el autor hace sodreraamiento de los temas

delCélculod f er enci al en | os primeros |ibros de
y de Agnesi.
INo existe consenso en |l a bibliograf2za consultada er

la elegida en todo el escrito.
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CAPITULO 3: MARCO TEORICO

En este capitulo presentamos los conceptos teoricos a la luz de los readiteEmmos
nuestro trabajo.
En primer lugar,enmarcamoda investigacionen la Educacion Mateméticacomo
disciplina cientificay dentro de ellzen la linea del PyLV.
Posteriormente ya como marco teérico especificorofundizamos sobre el PylLV
describiéndolo como linea de investigacion y forma de pensamiento, caracterizando los
elementos que lo camiman y sefialando su incidencia erelaseiianza y el aprendizaje
del CGalculo. Luegoexponemod$os elementos conceptuales de la teoria de registros de
representacion de Duval, yentro de los enfoques que estudian la comprension en
matematicagescribimos desarrollado por Ana Sfard.

3.1Marco tedrico general
La investigacion se desarrolla desde la perspectiva BdueacionMatematicaRico,
Sierra y Castro (2000, citado en Godino, 2010) realizan una distincion elcadion
Matematicey Didactica de la Matematica. Respecto a la primera la consideran como todo
sistema de conocimientos, ideas y procesos que conforman una actividad social compleja
y diversificada relativa a la ensefianza y aprendizaje de la matematica. En tanto que la
Didéctica de la Matematica es la disciplina cientifica que estudia e investiga los
problemas que surgen en ldu€acionMatematica
Nosotros adherimos a la postura de varios autores que toman los dos términos como
sinébnimos Falsetti, RodriguezZCarnelli y Formica2007;Goding 2010; Gntora) 1995)
A su vezCantoral (1995) expresa que el término dado a esta disciplina evidencia una
ubicacion geografica y conceptual. Por ejemplo, en México se la denomina Matematica

Educativa, en paises anglosajones Mathematical Education, en Europa confnental
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llaman Didadca de las Matematicas, Didactique des Mathématiques, Didaktik der
Mathematik, para citar algunos ejemplos.
El objetivo general de ladticacionMatematicaes crear teorias y modelos sobre como
se produce el conocimiento matematico a nivel individual yiakog cual es el
conocimiento matematico adecuado para ensefiar a nivel escolar.
Sintéticamente l&ducacionMateméaticatiene sus inicios inpientes a comienzos del
siglo XX gracias al interés del matematico Klgunen condujo proyectos de renovacion
en la ensefianza medlauego en las décadas del 60 y 70 surge la matemética moderna,
la cual introdujaeformasprofundasen los contenidos guyosresultados ndueronmuy
favorables. Falsetst al.(2007) considenmalas décadas del 70 y 80moel inicio de la
Didactica de la Matematica con la formacion de la escuela francesa liderada por
Brousseau y Chevallard. Desde entonces esta disciplina se enriquece con el aporte de
investigaciones de todas partes del mundodd lugar a diferentes teorias y enfoques.
Villareal (2002) caracteriza la ddcacion Matematicade acuerdo a lasiguientes
actividades vinculadas con la misma:

V La préctica relacionada con el propio acto de ensefiar.

V El desarrollo de materialetidacticos, la elaboracion de propuestas curriculares,

la puesta en maha de experiencias innovadoras.

V La investigacion en el area.
Si bien estos tres campos tienen una finalidad comun: la mejora de la ensefianza y el
aprendizaje de la matematica, las lasgde funcionamiento y sus objetivos son
esencialmente distintos. El primer campo esta limitaldaccionar del profesor, quien
tiene a su cargo uno o0 mas grupos de estudiantes a los cuales trata de ensefiar matematica.
El objetivo principal en este case mejorar el aprendizaje de los alumnos. El segundo

campo, denominado también campo tecnolégico, tiene como finalidad producir
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materiales, recursos, textos, videos y dispositivos propios para la accion. Finalmente, la
investigacion cientifica. Al respec8choenfeld (200) establece que la misma tietes
propdsitos: uno puro (o ciencia basica), que pretende comprender la naturaleza del
pensamiento matematicla ensefianza y el aprendizaje y otro aplicado (o ingenieria), que
usa ese conocimiento para mejdeainstruccion en matematica.
Como resultados de la investigacion pura surgen diversos enfoques, paradigmas o lineas
de investigacién en los cuales se enmarcan las producciones y aportes para mejorar la
ensefianza y el aprendizaje de la mateméatica. Entree¢lrsfoquetedrico PyLV que
propone estudiar los fendmenos de produccion y trasmision del conocimiento matematico
desde una perspectiva multiple: epistemoldgica, cognitiva, didactica y décida
componente epistemologica se estudian las practicas que dan origen al objetdiccatema
en cuestion. En la cognitiva, los procesos de construccion de conocimiento por parte de
los alumnos. En la componente didactica se analiza como se ensefia dicho objeto
matematico, desde las practicas en el aula hasta su tratamiento en diversoBdextos.
altimo, la componente social trata cOmo vivereeentorno las practicas que dan lugar a
los conocimientos.
Godino (2010) indica que en este marco s
matematico considerandolo como social, histérica y culturalmesiteado,
problematizandolo a la luz de las circunstanciasdeswscb r ucci - n y di fusi
Cantoral (2004) exprespie este enfoque

Se ocupa de estructuras variacionales especificas desde un punto de vista

fenomenoldgico, estudia funciones cogrti que se desarrollan mediante el

uso de conceptos y propiedades matematicos del cambio, y tiene en cuenta

los problemas y situaciones que se abordan en el terreno de lo social mediante

estructuras variacionales consideradas en la escuela y el labofjat8&).
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3.2Marco tedrico especifico
3.2.1 Pensamiento y Lenguaje variacional
3.2.1.1;Qué es el Bnsamientoy L enguajeVariacional?
Vivimos en un mundo en el cual hay manifestacionesatabio en diversidad de
fendmenos. En fendmenos naturales: aumenta o disminuye la temperatura a lo largo del
dia, crece o decrece la poblacién de bacterias dentro de un organismo, aumenta o
disminuye la poblacién de un determinado pais, cambia la posiciénTikerda segin
pasan los dias del afio respecto a su 6érbita alrededor del sol. En fendmenos sociales:
aumenta o disminuye el costo de producir determinada cantidad de un producto, varia la
posicion de un tren cuando se mueve de un destino a otro, entre otros.
La matematica nos permite modelar estos fendGmenos, es decir representar o describir un
objeto o situacion del mundo real donde intervienen relaciones y conceptos matematicos
de manera tal de constituir una herramienta para interpretar y predecir e¢fengisu
comportamiento (Cordoba, 2011). Mas especificamente, el Calculo Difergneial
CélculoIntegralestudia fendmenos de cambio.
Ahora bien ¢qué entendemos poambid@ Cabrera (2009) hace distincion entre
movimiento, cambio y variaciorRespecto al primeroindica que es un proceso
autobnomo, es el que realiza un objeto cuando se mueve. Debido a que no sélo
estudiaremos situaciones de movimiento, nosotros lo extenderemos a cualquier magnitud
o0 magnitudes (w&ables) que caracteriza un fendGmeno determinado y la relacién entre las
mismas (funcién). Cantoral, Molina y Sanchez (2005) definen parmb & ¢a A
modificacion de estado, de apariencia, de comportamiento o de condicibn que
experimenta un cuerpo, un gisitna 0 u r{p. 464).As, pav éjemplo, si estamos
pensando en una persona que camina de su casa a su trabajo, el cambio de movimiento

sera el paso de un punto a otro en su camino. Ese movimiento a su vez puede ser uniforme,
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en ocasiones mas rapido, @ras se puede detener, luego puede caminar mas lento porque
esta cansada, etc., es decir podemos analizar el cambio de ese cambio, dando lugar al
concepto de variacion. Los autores menciosadiefinen la variacion como la
ficuant i ficaci - nconpredder comonly icu@dnto cantis el fendbmeno
estudiado.

Podemos hacer una adaptacion de la figura que presenta Cabrera (2009, pa 52) par

mostrar estos tres conceptos:

Magnitud variable
(Funcion)

Abstraccion de
segundo orden

-—-_._‘___\h

Abstraccidon de
primer orden

¥

Cambio

Variacion

Figura 1. Conceptos base del PyLV

El PyLV es una linea de investigacion que estudia las estrategias y acciones que la
comunidad educativa (docentes en su ensefianza, alumnos en su aprendizaje) usan cuando
se enfrentan a fendbmenos de variaci@@omo expresamos en el apartado anteréor, |
investiga®n desde este enfoque tiene una orientacion multiple: epistemoldgica ya que

se estudian procesos de cambio desde su construccidon matematica y epistemolégica;
cognitiva porque analiza los procesos cognitivos que realizan los estudiantes cuando se
enfrentara situaciones de variacion. A su vez tiene una faceta didactica desde la cual los
docentes disefiaituaciones de aprendizajende se usan procesos y actividades basadas

en el cambio y una dimension social, ya que estas situaciones se presentan gxim con

escolar determinado.
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Ademas de un enfoque de investigacion es una forma de pensamiento. Este se identifica
por el estudio de situaciones y fendmenos en donde esta involucrado el cambio y donde
la necesidad de predecir estados futuros motiva eliestledla variacionEl PyLV es
parte del BnsamientoMatematicoAvanzadoya que combina la matematica de la
variacion con el pensamiento y a su,yeara su desarrollse deben dominar todos los
conjuntos numéricos y los conceptos de variable, funcivadia e integral, usando
varios registros de representacion y un domelemental de la modelaci¢bolores,
Guerrero, Martinez y Medina, 2002; Cabrera, 2009)
Para Caballero y Cantoral (20183 la capacidad de trabajar en forma flexible con
funciones nméricas para poder entender, analizar y modelar situaciones de cambio.
Para Engler (2014) €lyLV permite analizar el aprendizaje y manejo de funciones como
modelo de situaciones de cambiid.proposito edavoreceren el alumnauna forma de
pensamiento que reconozca fendbmenos de capaye quesea capaz de modelarlos y
transformarlos. A partir de las concepciones de los estudiantes y medizat®sés en
las que esténvolucrad el cambio se estimulaque evolucionen y traljan las ideas
variacionales.
Segun Cardona (2009) las investigaciones que se basan en este paradigma analizan desde
los errores y concepciones que poseen los alumnmsrena una situacion de variacion
hasta la propuesta de situaciones didacticas teedienfavorecer la comprension del
concepto de derivada.

3.2.1.2Elementos que lo conforman
El PyLV evolucionadesde los primeros trabajos (Gonzalez, 1999; Dolores, 2000,
Cantoral y Farfan, 1998Salinas 20@, entre otros)incorporando elementos y

caracteristice nuevasCaballero y Cantoral (2013) brindan sus significados y relaciones:
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V Situacién variacionales el conjunto de problemas cuyos tratamientos demandan
la puesta en juego destrategias variacionaleg requieren establecer puntos de
andlisis entre diversos estados del cambio. No basta saber que algo esta
cambiando, es necesario conocer el crecimiento relativo del fendbmeno en
cuestion, analizando cuéanto y como cambia sus variables. Este tipo dersisiacio
se pueden presentar tanto en un escenario puramente matematico, como en un
contexto relacionado con otros campos cientificos o cotidianos.

V Argumentos Variacionaleson argumentos que demandan el andlisis del cambio
y de su cuantificacion, y que sotilimados por las personas cuando hacen uso de
ideas, técnicas, mterpretacionegjue de alguna manera reflejan y expresan el
reconocimiento cuantitativo y cualitativo del cambio en el sistema u objeto que se
esta estudiando Estos argumentos son evidendalel entendimiento de los
procesos de variacion involucrados en sih@acion variacional.

V Cddigos Variacionalesconsisten en la expresion oral o escrita del cambio y la
variacion, y que son articulados para generaalgamentos variacionaleEstos
cadigos pueden ser frases, dibujos, tablas o gestos.

V Estrudura Variacional Especificason herramientas, procesos y procedimientos
especializados del &mbito matematico o cientifico que funcionan como punto de
apoyo para abordar y explicar el estudio del lwany la variacion en las
situaciones de variaciokl uso de estos conocimientos en la situacion permite a
la persona tener un referente sobre el cual llevar a cabo el estudio de la variacion
del fendmeno, de manera que el tipo de analisis depender&steuletura en la

cual se apoye la persona.
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V Estrategia VariacionalCabrera (2009) lo define como una practica que permite
explicar todo fendmeno de cambio, es decir, una forma particular de razonar y
actuar ante unsituacion variacional

Algunas estratgias variacionaleseconocidas son larg@diccion, lacomparacion, la
seriacion y laestimacion, aunque no se descarta la existencia de otras estrategias. Estas
cuatro estrategias son caexadas por Salinas (2003

Comparacién es la accién de establecer diferencias entre estados, lo que permite
identificar si hubo un cambio y poder analizarlo con base en las caracteristicas de esos
cambios y su variacion.

Seriacion se vincula con la comparacion, es la accion de analizar estirdos sucesivos

y establecer relaciones entre ellos, pero se diferencia en que se analizan varios estados y
no unicamente dos, con el objetivo de encontrar una relacion o propiedad entre ellos. Por
ejemplo,puede ser hallar una relacién funcional dadatabla, encontrar un patron en el
comportamiento de una grafica, o relaciones entre variables.

Prediccion:esla accion de poder anticipar un comportamiento, estado o valor, luego de
realizar un analisis de la variacion en estados previos, de manes@gjoetiza y abstrae

esta informacion en modelos predictivos. A diferencia deriacion,la prediccionno

busca encontrar en si una relacion, sino que se postula un nuevo estado usualmente a
mediano o largo plazo, siendo este estado local, en @@al® que corresponde a un
momento o valor determinado. No obstante, hallar esa relacion puede ser una forma de
encontrar ese nuevo estado, por lo queldeacidonpuede ser parte depeediccion

Estimacion conociendo el comportamiento de un fenédmeno en estados previos, se
proponen nuevos estados a corto plazo de manera global, a diferencetbcltzion

donde los estados propuestos focales. Por ejemplen el analisis del crecimiento de
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poblacioneseusapara saber si crecerd o disminuird, en tanto qpesidiccionpuede
servir para decir hasta qué punto crecera la poblacidn dentro de un tiempo especifico.
Otro elemento en el RY son las tareas variacionales:

V Tareas Variacionalesonsisten en astidades, acciones y ejecuciones dentro de
unasituacion variacionalque comparten similitudes en cuanto a sus objetivos y
los registros en que se desarrollan. Se caracterizan por el empleo de una 0 mas
estrategias variacionalegntro de un mismo registro o contexto de analisis, que
puede ser numeérico, grafico o analitico.

De esta manera Caballero y Cantoral (2013) construyen un modelo con todos los

elementos ant®rmente definidos del P y LV:

Estructuras
vanacionales

{ Estrategia vanacional ] recurren a -

generan

4

[ Ar entos variacionales ] son articulados por -

Codigos
vanacionales

explican

4

{ Situaciones yariacionales J se componen de -

Tareas vanacionales

Figura 2 Elementos del PyLV

Los autores indican que el desarrollo BgLV implica el uso de todos estos elementos
en forma sistematica, conjunta y no aislada. A su vez la definiciébn de estos constructos
nos permite desde la investigacion analizar cada uno de ellos y detectarsdénde

encuentran las dificultades.
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3.2.1.3Este enfoqueen la ensefianzay aprendizaje del Calculo

El PyLV, como otras lineas de investigacion, intenta dar respuestas ante la problemética
de la ensefianza y aprendizaje del Calgule evidenciamosn todas las latitudes del
planeta.
En generalcomo describimos anteriormenten el primer curso de Calculo ervei
universitario, los estudiantes logran calcular derivadas y primitivas, resolver algunos
problemas basicos, desarrollar algunas destredgebraicas,pero no logran una
comprension satisfactoria de ideas, noes y conceptofdvertimos en los alumnos
comportamientos mas bien memoristicos, los que les permiten utilizar reglas de
derivacion o hallar la ecuacion de la recta tangente a una funcidon en un punto, pero que
les impiden lograr comprender a la derivada como rapidez rigcivan e integrarla en
diversos problemas, como, pgiemplo,de optimizacion.
Los trabajos de inveg@cion y tesis expuestas en @lptulo 2 dan cuenta que fomentar
en el alumno ideas variacionales a traves de situaciones que permitan modelaey resolv
problemas de la vida diaria o de otras ciencias promueven la compréasiOnceptos
fundamentales del &culo como son el de funcion y derivadge parte de las ideas
intuitivas que tienen los alumnos y mediante situaciones que tienen como ejeapehcip
cambio se fomenta el desarrollo de estrategias variacionales como pueden ser la
prediccion, la estimacion, la aproximacion, entre of@ga cuestidon importante es que
este proceso de interiorizacion de las ideas variacionales no es inmediat@ ni est
asegurado por el s6lo hecho de incorporar a los programas la matematica de la variacion.
Cantoral y Farfan (1998) indican:

Como se puede advertir, el desarrollo del pensamientl ienguaje

variacional entrelos estudiantes precisan de procesemporalmerg

prolongados a juzgar por ld&empos didacticos habituales. Supone, por
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ejemplg del dominio de la matemétichdsica y de los procesos del

pensamiento asociadgero exige simultaneamente digersas rupturas con

estilos del pensamiento guariacional, como el caso dglensamiento

algebraico ampliamente documentada gArtigue, 1998). Esauptura,

ademds, no puede ser sostenida exclusivamentealselo educativo con

base enun nuevo paradigma de rigor que se induce simplementa de |

congruccion de losnumeros reales como base de la aritmetizacion del

andalsis, ni tampoco puede basassdo en la idea de aproximacién; sino que

debe ayudarambién a la matematizacion eprediccion de los fendbmenos

de cambio. Para acceder al g@mientoy lenguajevariacional se precisa

entre otras cosas del manejo de un universo de formas graficas extenso y rico

en significados por parte del que aprende. El conocimiento superficial de la

recta y la parabola no resultan suficientes para desarrollarrgsetencias

esperadas en los cursosAt@lisis (p.4).
Si queremos desarrollar en el alumno el PyLV debemos incorporar actividades que
involucren situaciones de variacion en distintos contextos de representacion (coloquial,
grafico, numérico y analitico)A su vez tenemos que incluir procesos avanzados de
pensamiento como la abstraccion, prediccion, justificacion, estimacion, entre otros, lo que
implica el manejo de nimeros y magnitudes; ademas de un universo rico de formas
graficas. Tenemos que ser constiésde que esto no se produce de manera instantanea,
gue es necesario incorporarlo a lo largo de distintas etapas de formacion.

3.2.2 Los registros de representacidisemiotica

Diversas investigaciones actuales que se centran en el estudio del pompeseo del
alumno ponen énfasis en el estudio de representaciones, fisicas o0 mentales, que son

indispensables para la construccién de un concepto matematico (Guzman, 1998; Ibarra,

75



Bravo y Grijalva, 2001; Contrerate la Fuentg Font, 2002; Cuest2007 Sanchez et
al., 2008; Cardona, 2009; Garcia, 2011; Vrancken, 2011). En los ultimos afios se ha
fortalecido la postura de que el aprendizaje de la matemética se favorece cuando se
incorporan en su ensefianza actividades didacticalasecuales se usan ytiamlan
diferentes sistemas de representa¢ibarraet al, 2001).
En efecto, loobjetos mateméaticoson objetos no ostensivos, es decir no tangibles: no
los podemos tocar, ni ver, ni manipular, en el sentido fisico de estos términos. Duval
(2004, citalo en Gonzalez., 2006) sefiala los distintos tipos de objetos:

V Obijetos fisicos (podemos tocarlos, actuar sobre ellos)

V Objetos fenomenoldgicos (tamafio, color, no se pueden tocar ni separar)

V Objetos del conocimiento (caracterizados porisuariantes. Los encontramos

en Matematica, Fisica, Biologia, etc.)

Los objetos de lanatematica son objetos de conocimiento, de alli que el trabajo sobre
estos se realiza con la manipulacion de ostensivos de diversa indole: escrituras
simbdlicas, dibujosesquemas, lenguaje natural, gestos, artefactos, entre otros.
Penalva y Torregrosa (2001) distinguen entre represéntatierna y repesentacion
externa. La primeraspropia de la mentes subjetiva y personal. La segunda constituye
organizaciones deignos que tiemecomo finalidad representar externamenigua
realidad matematica, tielseis propias restricciones de funcionamiento y significado.
La teoria de registros de representacion semiética de Duval es un marco tedrico adecuado
para estudiadas representaciones que los alumnos y docentes usan cuando hacen
matematica.
Este investigador establece como registro de representacion a un sistema de signos
utilizados para representar una idea u objeto matematico (Duval, 1998). A su vez un

registro @&be permitir la realizacion de las tres actividades siguientes:

76



V Laidentificacionde la presencia de una representacion: significa la eleccion de
una sefal, un trazo, un atributo o rasgo en el contenido a representar que se hace
en funcién del registro seético en el que se esta trabajando. Por ejemplo, la
escritura de una formula, el grafico de una figura geométrica, el enunciado de una
frase.

V Eltratamientode una representacion: es la transformacion de una representacion
en otra del mismo sistema. Esaunansformacion interna a un sistema. Es el caso
de los célculos realizados con escrituras simbolicas, los pasos algebraicos en una
expresion analitica, la reconstruccion de figuras es un tipo de tratamiento de las
figuras geométricas.

V Laconversiorde ura representacion: es la transformacion de esta representacion
en una representacion de otro sistema conservando la totalidad o so6lo una parte
del contenido de la representacion inicial. Es una transformacion externa del
sistema de partida. Por ejemplo glgoresion analitica de una formula puede ser
la conversion de una expresion verbal, el grafico de una funcién es una conversion
de la formula analitica de dicha funcion.

Segun Duval (2001, citado en Rojas, 2012) cada representacion tiene los siguientes
elementos constitutivos:

V El objeto representado

V El contenido de la representacion, es decir lo que una representacion particular
muestra del objeto

V La forma de la representacion, su modalidad o registro.

Las diferentes representaciones de un olpeedendestacar caracteristicas del mismo
gue otras no lo hacen, de alli la importancia de manejar varios registros del objeto

representado, el cual siempre se mantiene invariante. Rottédgcuantos mas sistemas
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de representacion maneje un sujeto y la coordinacion entre ellos mejor y mas completo
sera su conocimiento sobre el objeto matematico.

Los registros semiéticos no tienen sélo la funcidn de comunicar o exteriorizar una
representaciémental, son indispensables para la conceptualizacién y funcionamiento
cognitivo, aunque en ciertas ocasiones la ensefianza los reduce a la exteriorizacién o
comunicacion (Gonzéle3,., 2006).

Duval (1998) identifica una actividad ligada gpl@duccion deepresentacioneg otra

ligada a la aprehension conceptual de los objetos matematicos representados. Llama
semiosisal primer tipo de actividad goesisa la segunda. Existe una estrecha relacion
entre los dos tipos de actividades: la coordinacion desveeg@istros es fundamental para

la aprehension conceptual y, a su vez, es necesario que el estudiante no confunda el objeto
matematico con su representacion semiotica, ya que esto llevaria a una pérdida de
comprension. Se produce asi lo que DuvE®9) llama paradoja cognitiva del
pensamiento matematichl aprendizaje de un objeto matematico se realiza por medio de
Sus representaciones, ya que es no tangible y no existe otra manera de llegar a él. Es
natural que la persona que esta en proceso de apfenciirzdunda el objeto con sus
representaciones, pero a su vez no es posible que se puedan efectuar operaciones de
tratamiento y conversion si no se tiene ya un aprendizaje conceptual de los objetos
representados.

Gonzalez A. (2006, p. 49) presenta el signte esquema para caracterizar los registros

de representacion y su retae con el objeto representado:
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Concepto, objeto
cognitivo representado

v C v
LT F 8 Tl
4
i
Fepresentacion de ERepresentacion de
un registro A 3 > un registro B
4 4
Tfﬂt aﬂumto Tfat aﬂueﬂ.tﬂ
en el en el
registro 1 2 registro

Figura 3. Esquema sobre registros de representacion

Las flechas 1 y 2 corresponden al tratamiento, es decir a las transformaciones internas
dentro de un registro. Las flechas 3 y 4 a la conversion, esto es a las transformaciones
externas de un registro a otro. La flecha C supone una coordinacion entegisines,

lo que se llamaomprension integradora de una representaci@s flechas discontinuas
simbolizan la distincién entre representante y representado. Este esquema corresponde al
caso mas simple de coordinacion entre dos registros.

Los diferentesistemas utilizados como sistemas de representacion en matematica son:
las figuras, las graficas, la escritura simbdlica (sistemas de escritura de nimeros, escritura
algebraica, lenguajes formales) y el lenguaje natural. Prieto y Vicente (2006) establecen
los siguientes registros de representacion:

Registro verbal el lenguaje coloquial es el utilizado para representar situaciones que
pueden ser modeladas en cualquiera de los otros registros.

Registro analitico se expresa analiticamente un concemcurriendo a notaciones

matematicas adecuadas utilizando simbolos acordados.
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Registro graficoes la representacion en el eje real, en un par de ejes cartesianos o en el
espacio.

Registro figural implicael uso de esquemas o dibujos simplificados desitoacion
problematica.

Nosotros agregamos:

Registro tabular o numériceuando se trabaja con datos dados a través de tablas.

Duval (1998), propone en la formacion de conceptos.

V La economia del tratamiento. La existencia de varios sistemas permite cambiar de
signos, y ese cambio de signos tiene como finalidad efectuar tratamientos de una
manera mas econdémica y mas poderosa.

V La complementariedad de los sistemas. Como expresarter®enente: toda
representacion es parcial en referencia a lo que ella representa, de un sistema a
otro puede que no sean los mismos aspectos de un objeto matematico los que son
representados.

V La formaciéon de conceptos implica una coordinacion de sisted®as
representacion. La idea generalmente admitidages, si el sistema de
representacion es escogido correctamente, las representaciones en ese sistema son
suficientes para permitir la comprension del contenido conceptual representado.

La comprension rea sobre la coordinacion de al menos dos sistemas de representacion,

y esta coordinacion se manifiesta por la rapidez y la espontaneidad de la actividad
cognoscitiva de conversion (Duval, 1998).

Si la construccion de conceptos implica una coordinacioistinsas de representacion,
entonces un reto importante en la ensefianza de la matematica no puede ser solamente
brindar situaciones en donde se efectien en forma mecénica ciertas @oaiessias,

sino que debe ser ofrecer ambientes de aprendizajesaquénla coordinacion de los
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diferentes sistemas de representacion g&gente Es importante también en las tareas
propuestas plantear actividades de identificacion, de discriminacion de elementos
significativos en distintas representaciones y de pmdnae representaciones.
El mayor problema que tienen los estudiantes es que no son capaces de transferir lo que
aprendieron en un contexto a otro, es decir la conversion de representacion. Para ellos
hay tantos objetos como representaciones. La conignams significa dar un salto desde
el contenido de una representacion hasta el concepto puramente matematico representado
sino en relacionar diversos contenidos de representacion del mismo comueb.
(2006) indica que la conversion no se reduce acod#icacion. Para ejemplificar esta
idea brinda el grafico de una reaa un sistema de ejes coordenagida tarea es
establecer, de cuatro opciones dadas, a qué expresion analitica corresponde. Entonces,
por ejemplo, uno puede descartar una deterraina x pr esi - n anal 2ti ca
grafica que la pendiente de la recta es positiva, o que esa pendiente tiene médulo mayor
0 menor que uno, o la ordenada al origen es nula Danalli que es necesario establecer
caracteristicas visuales de las gr@$ que son importantes para la comprension, y no
mirar dicha grafica s6lo como un conjunto de pares ordenados.
Las ideas expuestas anteriormente pueden asociarse con las que formula Dreyfus (1991,
citado en Contrerade la Fuentg Font, 2002). Este autafirma que la representacion y
la abstraccion son procesos complementarios que van en direcciones opuestas, ya que por
un lado es posible realizar la abstraccion de un concepto a partir de algunas
representaciones y por el otro las representacionesesopre representaciones de un
concepto mas abstracto. También distingue cuatro fases en los procesos de aprendizaje:
V Utilizar una Unica representacion.
V Utilizar paralelamente varias representaciones.

V Relacionar representaciones paralelas.
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V Integrar las re@sentaciones y pasar de una a otra con facilidad
En la primera se trabaja con casos concretos en los que aparece una sola representacion
del concepto y en la segunda se usan varias representaciones del mismo. Para el paso
desde las representaciones aktipbstracto es fundamental establecer una coordinaciéon
entre las representaciones, que estaria involucrada en la tercera etapa. Por ultimo, en la
cuarta etapa, debe brindarse el proceso de integracion entre dichas representaciones, lo
cual supone una g@sis de los vinculos, relaciones y propiedades comunes que
desemboca en eoncepto abstracto
3.2.3 La comprension segun Ana Sfard
3.2.3.1Concepto y concepcion
Sfard (1991) estudia la comprensién en matematica y apoya su teoria en la de Piaget. Esta
autoraestablee la diferencia entreoncepto(idea matematica en su forma oficial) y
concepcion(es la idea del concepto que vive en la mente humana, que depende de la
experiencia pemnal y esta sujeta a cambioEj sus palabras

eé.the word c osmreplacpd by "ndtien') wik e imenéoned
whenever a mathematical idea is concerned in its "official" feras a
theoretical construct within "the formal universe of ideal knowledge"; the
whole cluster of internal representations and associations evokedeb
concepti the concept's counterpart in the internal, subjective "universe of
human knowing™ will be referred to as a "conceptigp. 3)
Llamamos concepto 0 nocidn a la idea mdtca considerada en su forma oficies
decir como constructo teérico dentro del universo formal del conocimiento de la
disciplina. El grupo de representaciones y asociaciones internas sugeridas por el concepto

y que pertenecen al universo del conocimiento humano, subjetivo e interior a la persona,

la llamamos concepcion.
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Entonces tenemos por un lado el conocimiento matematico que se comparte socialmente
y que esta sujeto a transformaciones para poder ubicarlo como objeto de ensefianza, y por
el otro el conocimiento subjetivo que los estudiantes relaciooarecconocimiento
oficial. Seg%un Sfard de un objeto matem8t i
nuestra mente, que depende de las experiencias que haya tenido el sujeto con todo aquello
gue se relaciona con el concepto. A su vez es de suponer querestpcion estsujeta
a cambios que depemiée las interacciones entre el sujeto y el objeto matemético en
cuestion.
Sefiala que, a diferencia de los objetos materiales, los conceptos matematicos avanzados
son totalmente inaccesibles a nuestros sentsddes] o pueden ser Vvistos ¢C
ment eo. Cuando graficamos una funci-n 0 esc
gue el signo en el papel es una de las posibl@®sentacionede la entidad abstracta,
gue por si misma no podemos ver nitoca Agr ega que ser capaz de
invisiblesd parece ser una componhente esenc
esta capacidad puede ser una de las razones principales a través de la cual la matematica
aparece inaccesible a tantas paes.
Desde la perspectiva de Sfalmlcomprension requiere mucho mas que ejecutar procesos
y aplicar resultados matematicdss un proceso constructivque implica elaborar un
vinculo entre acciones sobre objetos familiares y representaciones intelaascién,
dando lugar a la construccion de una estructura interna asociada a los signos y
significados matematicos externos, en contextos que son objetocd®la delsujeto y
objeto de aprendizaje.

3.2.3.2Aspectodual de los objetos matematicos
Para Sfarq1991)existen dos formas de cagizir un concepto: como proceso, €€omo

objeto, CE. Por ejemplo, en el caso de una funcién, no sélo se puede definir como
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conjunto de paresdenados (CE si no tambi ®1 como un m®t odo
ot r o @&). Esta ultima definicion pone énfasis en un proceso o algoritmo, con lo cual
estariamos considerandola co®0.
En palabras de Sfard:
Seeing a mathematical entity as an object means being capable of referring to
it as if it was a real thinga static structure, existing somewhere in space and
time. It also means being able to recognize the idea "at a glance" and to
manipulate itas a wholewithout going into detailgp. 4)
Mora (2006)indica que concebir una entidad matematica cajeto (CE significa
describirla como una cosa real, una estructura estatica que existe en alguna parte en
espacio y tiempdesconsiderarla como un todo y manipularla sin entrar en detalles.
En tanto que gra 1aCO tenemos:
In contrast, interpreting a notion as a process implies regarding it as a
potential rather than actual entity, which comes into existence upon request
in a sequence of actions. Thuahereas the structural conception is
staticéinstantaneous, anndmid, sequengat, at i ve, t |
and detaileqSfard, 1991, p. 4)
Es decir que concebir una nocién como un proceso implica considerarla como una entidad
potencial mas que como una entidad actual, que se essnpa como una secuencia de
acciones. Un&O se relaciona con algoritmos, acciones, que ocurren a nivel fisico o
mental, es dinamica, secuencial y detallada. Gkaes mas abstracta, es &iia,
instantanea e integrada, menos detallada que laMéel (2003) indica al respecto que
laCEes i somorfa a | a capacidad de Avero | as

no son tangibles y que s-|l o pueden percibir
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Sfard (1991, p. 33) hace wgoadro resumiendo estas ideasya traduccion extrajimos de

Mora (2006)

CO

CE

Caracteristica general

Una entidad matematica |
concebida como u
producto de un ciert
proceso 0 como el proce!

en si mismo.

Una entidad matematica
concebida como un
estructura estatica, como

fuera un objeto real.

Representacion interna

Se

representaciones verbales

apoya el

Se apoya en imagen visu

Su lugar en el desarrollo

del concepto

Se desarrolla en la prime
etapa de formacion ds

concepto.

Evoluciona de Ig

concepcion operacional.

Su papel en los procesos

cognitivos

Es necesario, pero T
suficiente para la solucid
de y €

aprendizaje

problemas

Facilita todos los procesq
cognitivos (aprendizaje

solucion de problemas)

Tabla 1. ConcepciorseCO y CE

Aunque estas dos formas de concebir un concepto dan la impresion de ser incompatibles,

segun Sfard, son complementarias, una no excluye a la otra, se las trata como una

dualidad, no como una dicotomia. Mas aun, enfatiza que la habilidaat diea entidad

matematica como objeto y como proceso es indispensable para una comprension

profunda de

(p. 5)

a mat emS§8t i

c a,

Acual qui er a

S

Sfard agrega que @E es una etapa mas avanzada en la formacion de conceptos. En otras

palabras, la autora afirma que tiemgenas razongsara pensar que en el proceso de
construccion de un concepto@® deberia preceder a@E. Es mas, da ejemplos sobre

la construccién htgrica de conceptos como el de numero o el de funcién, que

comenzaron siendo operacionales para luego llegar a su definicion abstracta o estructural.
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Mora (2006) sintetiza las caracteristicas de las concepognetsiguiente cuadro (p.

15),

Proceso CO) Objeto CE)

El concepto se percibe como algo que ElI concepto tiene existencia real col

realiza en el tiempo cosa

El concepto tiene una concepcii Tiene una concepcién estética, que ex
dinamica, detallada y secuencial en alguna parte en el tiempp en el

espacio

No existe una visualizacion integrada ( Existe una imagen integrada del conce

concepto

No es posible notar la relacion g Es posible relacionar el concepto con ot
concepto con otros y definir nuevos conceptos a partir este

Existe solo una representacion ( Se pueden alternar diferent

concepto representaciones

No hay integracion entre el concepto y { Existe una coordinacion entre el conce

propiedades y sus propiedades

Tabla 2. Caracteristicas de las concepesCO y CE

3.2.3.3Etapas en el proceso de formacion de un concepto
De acuerdo con el esquema de desarrollo histérico de los objetos matematicos, Sfard
propone distinguir tres etapas en el proceso de formacidon de un concepto. Estas tres etapas
corresponden a tres grados de estructuracion del objeto. Si la conjetura @e que
construccion del concepto comienza co@@es verdadera, entonces primero tiene que
haber un proceso realizado con los objetos familiares (conocidos), luego surge la idea de
convertir este proceso en una entidad autonoma vy, finalmente, debe seidadguir
capacidad de ver esta nueva entidad como todo el objeto integrado. Llamaremos a estas
tres etapas de desarrollo del concepto comasiorizacion condensacioly cosificacion
o reificacion respectivamente. Cada una de estas etapas de formacidhjetel se

describe en términos deonductas externadel estudiante tales como habilidades,
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actitudes y comportamientos. De alli que es importante establecer indicadores que nos
permitan caract&ar cada una de estas etapas.
Interiorizacion
Mora (2006) taducede Sfard (1991) la idea de interiorizacide la siguiente manera:
Adiremos que un proceso ha sido interioriz
representaciones [mentales] y para ser considerado, analizado y comparado, este no
necesitaserrégalzado en el actoo (p. 15).
Segun Murillo (2013) un estudiante ha interiorizado cuando hace uso de objetos ya
familiares y para desarrollar un proceso relaciona las ideas previas que tiene del concepto
con la nueva informacion. Sfard da el ejemplo de losards negativos e indica que en
esta etapa la persona es habil para realizar cualquier tipo de sustraccion. En el caso del
concepto de funcidn la persona aprende la idea de variable y es capaz de utilizar la regla
de asignacion para calcular la imagen dglquier valo de la variable independiente.
Condensacion
€ées un proceso de secuencias prolongadas
en unidades mas manejables. En esta etapa una persona llega a ser mas y mas
capaz de pensar en un proceso dado comtotadaad, sin sentir un impulso
de entrar ewletalles(Sfard, 1991, traduccién déora, 2006, p. 15)
Sfard (1991) estable&d caso de los nUmeros negatives los quéa condensacion puede
evaluarse a traves de la capacidad del estudiante para nesizpulaciones aritméticas
como sumar y multiplicar nimeros positivos y negati&rs.el concepto d&ncién la
persona es capaz de interpretar un grafico en su conjunto, sin necesidad de buscar valores
especificos. El estudiante puede graficar, compfumaiones, hallar la funcion inversa

de una dada, entre otros.

87



Para Murillo (2013) en la etapa de condensacion el alumno conecta una serie de procesos
para dar origen a un objeto a partir del reconocimiento de los conceptos como entidades
autonomas. Segiveel (2003) en lugar de trabajar con una secuencia larga de procesos
mentales relacionados pero distintos, la condensacion permite concebir la secuencia como
un solo proceso y relacionar su entrada y salida sin los pasos que intervienen entre las
mismas.Pons (2014) agrega que en esta etapa se evidencia facilidad para alternar entre
diferentegepresentaciones del concepto.
Cosificacion o reificacion
La etapa de condensacion dura tanto como la nueva entidad permanezca
estrechamente ligada a un cierto @@ Solamente cuando una persona
llega a ser capaz de concebir la nocion como un objeto maduro, diremos que
el concepto ha sido cosificado. kasificacion o reificacionpor tanto, se
define como un movimiento ontolégico una repentina habilidad para ver
alguna cosa como familiar con una luz totalmente nueva. Asi, mientras la
interiorizacion y la condensacion son cambios cuantitativos graduales, mas
gue cambios cualitativos, la cosificacion es un salto cuantico instantaneo: un
proceso se solidifica en urjeto, en una estructura interna estética. Varias
representaciones del concepto llegan a ser unificadas semanticamente por este
constructo, abstracto, puramente imaginario. La nueva entidad es
rapidamente separada del proceso del cual es producto y caraiditzujar
su significado a partir del hecho de su existencia como un miembro de una
cierta categoria. [..] Nuevos objetos matematicos pueden ahora ser
construidos a partir del preseate Sfard, 1991 traduccién de Mora, 2006,

p. 16)
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En el caso de losumeros negativos consiste en la habilidad de reconocerlos como un
subconjunto del anillo de los enteros. En el caso de las funciones puede ser evidenciada
por el dominio de solucionar ecuaciones donde las incégnitas son funciones (ecuaciones
diferenciale} por la capacidad de expresar propiedades generales de diferentsggproce
efectuados sobre funcionesmo la composicidy la inversioénetc.

Para Meel (2003) la reificacién es un salto cuantico desde la concepcion de una nueva
entidad estrechamentediga a un proceso hasta la nocién de esa entidad como un objeto
sobre el cual se puede actuar. La nueva entidad comienza a presentar su significado a
partir de su asociacion como un miembro de una categoria de objetos abstractos. Se define
como un cambio dologico, una habilidad subita para ver algo familiar desde una
perspectiva totalmente nueva. En lugar de observar el objeto en forma individual, la
persona lo comienza a tratar como parte de un todo con sus propiedades y relaciones.
Sfard remarca que esttes etapas tienen caracteristicas de jerarquia, es decir que una no
puede llegar hasta que no se haya pasado por las otras. Al respecto Mora (2006) hace
notar que la fase de cosificacion da lugar a la de interiorizaciéon de un concepto de nivel
superior,volviendo a comenzar el ciclo, por lo que el proceso de comprension esta en

constante evolucion. Este autor brinageasquema similar al que sigue:
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Interionizacién: acciones sobre La experiencia con distintas
objetos familiares que se ejecutan
€OmMO Proceso.

representaciones mentales del
proceso de lugar a

El nuevo objeto va es Codificacion: el proceso se

familiar v sirve para convierte en una umdad

construir otros objetos autonoma. No se piensa en la

de nivel superior secuencia de operaciones sino en
la entrada y el producto

El proceso manipulado como

una unidad auténoma da ongen a
Cosificacion: el proceso se un cambio cualitativo

constituve en objeto, con
identidad propia sobre la cual se
puede actuar, manipular

Figura 4 Esquema sobre el proceso de comprensién segun Sfard.

Sfard pretende con este modelo contribuir como marco de referencia teorico a las
investigaciones sobre cognicidon en matematica. Indica que puede ser util como una
herramienta para la planificacion, integracion e interpretacion de la investigacion
empirica.También puede conducir a importantes consecuencias didacticas. Por ejemplo,
al momento de presentar un objeto matematico nuevo para el estudiante en vez de hacerlo
directamente sobre SDE (definicion abstracta) mostrar los procesos subyacentes g
dieronlugar a su creacion.
3.2.3.4El rol de la concepcién operacional y estrctural en el proceso

cognitivo
Sfard (1991) sefala que el modelo dado en la formacién de conceptos implica que ciertas
nociones matematicas deberian considerarse totalmente desarrolladas solamente si se

pueden concebir de las dos form@® y CE
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El enfoque puramente operacional debseiabastante apropiado para una persona cuya
idea de objeto matematico es superflua y no le preocupan cuestiones filoséficamente
problematicas como los conjuntos infinitos. La historia de la mateméatica revela que
durante mucho tiempo gran parte de la mmditica fue puramente operacional,
algoritmica. Solo en tiempos modernos nos encontramos con una matematica que
podriamos describir como dialéctica o existencial. Esta matematica se da cuenta que
desde un punto de vista filos6fico no puede hacer nadajsbo®matematicos. La vision
estructural nos provee de una vision general de manera tal de poder usar nuestro sistema
de objetos abstractos de la misma manera que una persona usa un catalogo.

La formacioén de un&E significa la reorganizacion del esquenageitivo mediante la
adici-n de nuevas &etapas. Dentro de | a
informacioén. Como resultado el aprendizaje se vuelve mas efectivo y mas significativo.
Parece ser que sin los objetos abstractos nuestra actividad mdatat&edificil. Para

un cierto nivel de formacion del conocimiento la ausencia d€&maede dificultar mas

aun su desarrollo. La cosificacion aumenta la resolucién de problemas y la capacidad de
aprendizaje.

La autora se pregunta:@ipgué la cosificadin es dificultosa? por qué los matematicos
necesitaron varios siglos para arribar a una version estructural totalmente completa de la
mayoria de los conceptos matematicos? El problema seria menos desconcertante si
recordaramos que la reificaciéon es untesatualitativo, un cambio ontologico. La
habilidad para ver algo familiar de una forma totalmente nueva nunca es facil de lograr.
De acuerdo con ehodelo de las tres etapas, la cosificacién de un objeto dado ocurre al
mismo tiempo que la interiorizacioed un ni vel superior. Est a
implica que una habilidad no puede ser completamente desarrollada sin la otra: por un

lado, una persona deberia ser muy habilidosa para realizar algoritmos con el fin de
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alcanzar una buena idea de ltgetos involucrados en esos algoritmos. Por el otro lado:

para obtener una buena técnica uno ya debe poseer esos objetos dados ya que sin ellos el
proceso pareceria sin sentido y esto dificulta la memoria y la performance.

Podemos decir entonces que eladiedlo de una habilidad esta estructuralmente ligado a

la comprension del concepto que subyace en esa habilidad.

92



CAPITULO 4: DIMENSIONES DEL ESTUDIO

En este capitulo presentamias cuatro componentes fundamentales deplastruccion
del conocimientgue permiten dotar a esta investigacion de una aproximacion holistica
su naturaleza epistemoldégica, el plano didactico y cognitivo y su dimensién sociocultural
El analisis histériceepistemoldgico abarca una revision histérsobre el planteo de los
primeros problemas de maximos y minimos y la evolucion de los métodos usados para
hallar ER desde sus comienzos hasta los conocidos actualmente.
La dimension didactica tiene como objetivo analizar distintos aspectos relacionados con
la enseflanza d&R de funciones de una variableBO. Realizamos un estudio del
programa de las carreras de ingenieria en nuestra universidad, un andlisis de las
situadones de ensefianza en ese entorno y de algunos libros de texto tomados como
bibliografia basica de la asignatura.
La componente cognitiva se refiere a los procesos de construccion de dentxipor
parte de los alumnos. En particular en esta seccidon nos centraremos en los errores y
dificultades que evidencian los estudiantes cuando se enfrentan al estudio de funcionesy
PO.
Por ultimo, analizamos algunas cuestiones sobre la componentesibeial, ya que las
practicas se inscriben en un contexto social concreto y particular que da significado y
sentido a la construccion del conocimiento

4.1 Analisis historico-epistemologico
Este an8lisis se centra en dndgboonceapmenlosnf or ma
distintos momentos histéricos, tratando de identificar las variables y factores
condicionantes que han determinado distintos estadios del desarrollo de em o ci - n 0

(Ruiz, 1998citado en Vrancken y Engler, 2013 595.
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El estudio de las fuentes primarias y de textos dedicados a la historia de la matemética
nos permite percibir la vida del matemético en una determinada época, con las
concepciones y formas de pensamiento vigente en ese momento. A su vez nos sefiala en
gué tipode problemas se trabajagué instrumentos sdilizabanpara llegar a un modo

de solucion. De esta manera podemos recuperar ciertas visiones de los conceptos
matematicos y contar con elementos que nos permitan disefiar actividades para el aula
con una vign global. La informacion sobre el desarrollo del conocimiento matemético

en una cultura, el saber com®el camino que el mismo transi&cambios y surgimiento

Nnos proporciona elementos para su ensefianza.

Un acercamiento a las producciones origisalgbre los conceptos B& de una funcién

nos posibilita entender su evolucién, asi como también la problematica que dio lugar a la
emergencia de dicho conocimiento. Realizar un analisis epistemoldgico no sélo nos
provee de informacion sobre coOmo =mtps objetos matematicos a través de la historia

y sus modificaciones, sino también desterramos la idea de que el saber ensefiando es copia
fiel del saber cientifico.

Sierpinska (1990, citado en Meel, 2003) sefiala que el uso del andlisis epistemoldgico de
undeterminado objeto matematico ayuda a estudiar la comprension lograda por parte del
estudiante. En efecto, conociendo las dificultades en la evolucién de dicho concepto
histéricamente sédograh ac e r un #Aparalelodo con las difi
ernfrentar un alumno en el aprendizaje del mismo.

Los matematicos han estado siempre ocupados con cuestiones de maximos y minimos.
Los PO fueron y son parte fundamental de la mateméatiga ysta presentes en los
tratados de los griegos de la antigiedadjuAbs ejemplos de estos ultimos son los

planteados por Euclides y Apolonio. Otros autores consideran el problema de

94



Regiomontanus que data del afio 1471 como el primer proble&R ee la historia de
la matematica.
El primer método reconocido para hallER data del siglo XVII y se debe a Fermat, el
cual contiene imperfecciones que subsistieron @y anos luego de fundado el
Célculo. En un comienzo los matematicos trabaon condicionesecesariagpero no
suficientes, inclusive el planteo del ismo problema el que los lleva decidir si
encuentrarun maximo o un minimo, no el método en si como lo estudiamos actualmente.
En base a lo expuesto decidimos organizar esta pasengando algunos Rfoneros
en la historia, los prieros métodos para calcular maximos y minimos y su evolucion
hasta los que aplicamos hoy en dia.
Debido a la dificultad de acceder a las fuentes originales nos respaldamos en otras fuentes
(libros, documentos, tesis, articulos en revistas) cuyos autonesealbzado estudios
profundos de este tipo.
4.1.1 Algunos ejemplos de los primerogproblemas de optimizacion

Cantor (s.f., citado en Hancock, 1960) establece que el primer ejemplo del concepto de
maximo en la historia de la matematica es brindado por Euclidesl d&bro VI,
proposicion 27 de loElementogescrito aproximadamente tres siglos aC):

De todos los paralelogramos aplicados a una misma recta y deficientes en

figuras paralelogramas semejantes y situadas de forma semejante al

construido a partir de laitad de la recta, el paralelogramo mayor es el que

es aplicado a la mitad derecta y es semejante al defe@Euclides, citado

en Jiménez, 2010, p. 198).
El enunciadoresultaconfuso. Jiménez (2010) ilustra la proposic@ncaso de quies

paralelogranos sean rectangulos:
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Figura5. Esquemale proposicion/I.27 de Euclidegp. 198)

El mencionado autaxplica que si se tierel segmentoAB cuyo punto medio e y

sobre MB se traza un rectangulMBCL con algin criterio prefijado (por ejemplo,
semejante y situado de manera semejante a algun otro rectangulo dad& &dn,

guedan determinados dos rectangulos particula'd$iDl rectangulo deficiente
respectoal segmentoAB, cuyo defecto es el propicectangulo MBCLC. Ambos
rectangulos son semejantes y situados de manera semejante; de hecho, son congruentes.
Podemos tomar otro rectangulo, por ejemploA&FH (aceptando qué- esta erla
diagonalBD de DMBC). Este esleficiente respeota AB cuyo defecto e§SBEF, el

cual (por la proposicion VI.24 del libro de Euclides) es semejante y situado de manera
semejante dMBCL. Pues bien, la proposicion VI.27 afirma que de los dos rectangulos
anteriores el primero siempre es mayor. La demostraciorideanh se basa en
construcciones geomeétricas y en proposiciones y definiciones dadas con anterioridad en
los Elementos.

Cantor (s.f., citado en Hancock, 1960) plantea esta propiedad en forma simplificada como

problema al gebr ai c ox(xda) tidnasumaxigppoexea/f2eé MmMpner a:

15). En efecto, si pensamos en la longitud del segméddocomo a y queremos
construir un rectangulo dividiendo el segmento en un pMpttuyo perimetro sea dicha

longitud y su area maxima, tenemos:
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A ! B
X
Figura 6@ Esquema de lpropiedad en forma simplificada.

De alli que la funcién a la que se le busca el maximg(&s a) y que dicho maximo

sea X = a/ 2 implica que el rectangulo esta construido en el punto medio del segmento
(como afirma Euclides en la proposicion VI. 27)

Malaspina (2008y Hancock (1960) indicacomootro antecedente sobER al libro V

de Las Conicasde Apolonio de Perga (262 &B0 aC), en el cual se mencionan
segmentos de longitud maxima y longitud minima trazados respecto a una conica. Este
libro consta de 7proposiciones y en él Apolonio, XVIII siglos antes de l&eimcion del

Calculo, introduce nociones tales como normal a una curva, evoluta, centro de curvatura
y logra obtener estos elementos para las conicas de la manera mas rigurosa (Tapia, 2002).
SegurBoyer (1996) los teoremas de Apolonio sobre maximos y minimos son en realidad
teoremas sobre tangentes y normales a las secciones cétacaseste autoes la
matematica pura de Apolonio la quack posible el surgimiento de IdRrincipia de

Newton.

Dejando la antigledad, Dorrie (1965) yamtock (1960) nombran com@rimer PO
propiamente dicho encontrado en la historia de la mateméatica al denominado problema
de Regiomontanus, planteado en 1471 por el mateméatico aleman Muller. Se trata de hallar
la posicidh en una recta desde la que se divisa un segmento perpendicular con el mayor
angulo posible.

Pastore (s.f.) enuncia el problema de una manera similar a la que encontramos en varios
libros de texto actuales:

Suponga una estatua de altiraobre urpedestal de alturg. Un hombre
de alturam (mM< p) ve el pie hasta la parte superior de la imagen en un
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angulo que varia segun la distandi@ntre el hombre y la base del pedestal.
Determinar la distancid para que el angulo de visién sea el mayor pasible
(p- 153)

Y presenta la siguiente imagen:

Figura7. Esquemaxtraidode Pastore (s.f., p. 153)

Este problema se puedesolver con herramientas délcilo (las cuales no existian en
esa época), pero este autor presenta una solucion ugaodetra que brindamos a

continuacion:

Figura8. llustracionextraida de Pastore (s.f., p. 154)

Inicialmente marcamos una figura con los puntds B y C representando
respectivamente la parte de arriba de la estatua, la parte de abajo y el observador.

Trazamos una regtr que pasa pofC y es paralela a la linea de la tierra. Entonces
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podemos dibujar la Gnica circunferendiacon centro en la mediatriz detgmentoAB

que pasa por los puntdsy B y tiene por tangente la. Marcamos el punto de tangencia
C.
Si C recorre libremente la recta cualquier posibilidad para el angulo de visidisera

dada por una cierta localizacion €& en r . Probanos quea asume su mayor valor

cuandoC coincide conC, .

Figura 9 Figura extraida de Pastore (s.f., p. 154)

SeaD el punto de interseccion de la redC con la circunferencia. Si el anguldDB

es d, también lo es eACt B.

Pensemos en el trianguBDC. Llamandoa al angulo BCDy b al anguloCBD,

tenemos:

180 - d+b+a=180 Y d=b+a¥Y d>a
Entonces el mayor angulo del campo visual eA€|B.

De los problemas planteados anteriormente podemos deducir que la visualizaciéon y el
registro graficoconstituyenherramientas muy importantes para la solucién de los

mismos. En la matematica griega prepondera el caracter geométrico en la resolucion. Los
procedimientos usados son una combinacidn entre construcciones geomeétricas y
argumentaciones y lenguajes propios de la geometria sintética, basados en las

proposiciones y en las definiciones (Pino, Godino y Font, 2011). A su vez, como indica
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Vrancken (2011)uno de los principales obstaculos al que se enfidosamatematicos
es el escaso desarrollo del simbolismo y también el hefthgue las expresiones
algebraicas no existy a excepcion de los interesantes intentos de Diofanto. Esta falta de
simbologia mpideencontrar métodos de solucidbn mas generales, por lo que sendedica
resolver multiples casos particulares.
Los ejemplos brindados evidencian que los problemas de maximos y misdmos
conocidos mucho antes del descubrimientoG#dtulo Diferencialy se puede mostrar
qgue el intento po desarrollar esta teoria ejerema influencia notable sobre el
descubrimiento del mismo. Fermat, por ejemplo, después de hacer numerosas
restauraciones de dos libros de Apolonio, a menudo cita a este gedOmetna&ndsu
para determinar maximos y minimasn trabajo por el cual matematicos como Lagrange,
Laplace y Fourieranhelan considerar a Fermat como el descubwidiel Gilculo
(Hancock, 1960).

4.1.2 El método de maximos y minimos de Fermat
Con base en las obras fundamentales de la antigiiedad clasica grigganfiestosde
Euclides, LasConicasde Apolonio, las obras de Arquimedesaritaméticade Diofanto,
etc.), asi como en la teoria de ecuaciones de Viéete, Fermat desarrolla el piioter me
general, en la historia de las matematicas, para la determinacioBRdeque
posteriormente aplica a la determinacion de las normales y tangentes (Gonzalez, 2008,
citado enPino et al. 2011). Sus contribuciones alalculo (calculo de maximos y
minimaos, el trazado de tangentes y algunos procesos de integracion) ocupan un lugar
significativo en el desarrollo conceptwll mismo(Cantoral y Farfan, 1999).
En 1629 Fermat desarrolla su geometria analitica y poco tiempo después hace uno de sus
descubrimientos mas importantes: el primer método general para la determinacién de

maximos y minimos de funciones algebraicas que es descripto sin demostracion en la
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menoria Methodus ad disquirendam maximan et miniman etadgentibus linearum
curvarum,que data del afio 1637 (Collete, 2013).

Los autores € la Torre, Suescun y Alarcén (2005) transcriben parte de la memoria del
Methodusrespetando la secuencia del cordeny separandolo en parrafos para facilitar
su analisis. A saber:

Toda la teoria de la investigacion de méaximos y minimos supone la

consideracion de dos incégnitas y la Unica regla siguiente:

1. Seaa una incAgnita cualquiera del problema (que tenga unap des
dimensiones, segun convenga al enunciado).

2. Se expresara la cantidad maxima o minima por med@ da términos
gue pueden ser de cualquier grado.

3. Se sustituira a continuacion la incognita origireal por a+e, y se
expresara la cantidad maxima o minjpaat medio dea y €, en términos
gue pueden ser de cualquier grado.

4. Se "adigualaran”, para hablar como Diofanto, las dos expresiones de la
cantidad maxima o minima.

5. Se eliminaran los términos comunes de ambos lados, tras lo cual resultara
gue a ambos ladokabra términos afectados @e o de una de sus
potencias.

6. Se dividiran todos los términos per o por alguna potencia superior de
e, de modo que desapareceréelale al menos uno de los términos de
uno cualquiera de los dos miembros.

7. Se suprimiran a contiracion todos los términos donde todavia aparece la

€ 0 una de sus potencias y se iguala lo que queda, o bien si en uno de los
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miembros no queda nada se igualaran, lo que viene a ser lo mismo, los
términos afectados con signo positivo a los afectados goa segativo.
8. La resolucién de esta ultima ecuacién daré el valod dgue conducira

al maximo o minimo, utilizando la expresion original 3g).
En realidad, Fermat usa en la explicacién letras mayusculas: vocales para las incognitas
y consonantes patas cantidades conocidas. El texto anteeisextraido de Gonzalez
(1992,citado erde la Torre et aJ 2005), el cual emplea letras minusculas.
Boyer (1996) expone el método de obtencion de maximos y minimos de Fermat para
curvas polinémicas, haciendo un paralelo con las etapdtetlebdus/ con notacia que

usamos en la actualidad. Primemmpara el valor def (X) en un cierto punto con el
valor de f(Xx+E) en un punto préximo. Esto equivale a la etapa 3 descripta

anteriormente. Luego el autor aclara que, si bien en general estos valores son distintos, en
una fAcumbreo o en el fondo de un dAvall eo
imperceptible. Polo tanto, para hallar los valores que son maximos o minimos, iguala

f(X) con f(x+E), completando la etapa 4. La idea de "hacer adiguales" dos

expresiones proviene de Diofanto. Boyer entiende la "adigualdad” como una-pseudo
igualdad que llega a ser igualdad cuartd se hace cero, e introduce el vocablo inglés
pseudeequalitypara traducir el término latinedaequalitasque es el usado por Fermat

en su texto.

Cuanto mas pequaBeala distanciaE entre los dos puntos, mas cercaesa pseudo
igualdad de ser una verdadera ecuacion, asi pues, luego de dividir tddo(@mpa 6)
haceE =0 (etapa 7). El resultado le permite calcular las abscisas de los puntos maximos

y minimos de la funcién polin6nadetapa 8).

102



Cantoral y Farfan (1999) analizan con una perspectiva de notacion y conceptos actuales
el procedimiento de Fermat: 8ies un punto maximo (o minimo) entonces cuaadee

hace infinitamente pequefio los valoredadfincion enx y X+ e seran muy préximos:

eo 0Y f(x+8)° f(x)Y f(x+e)- f(x)°0Y f(“e;' 1 g

Siguiendo la notacién moderna y teniendo en cuenta la nocion de limé@motsue

f'(X) =0. Esestala razénpor la quealgunos matematicos como Laplace aclaman a

Fermat cora el verdadero descubridor del Célculdeencial.

Fermat escoge para ilustrar su métetproblema de dividir un segmento dado en dos
partes de tal manera que el producto de las longitudes de éstas sea maximo (equivalente
al planteado por Euclides en el libro VI, proposicion 27 que menciosiamel apartado

4.1.1). La resolucion se desarrolla en Collete (2013), Cantoral y Farfan (1@&9)ay
Torreet al.(2005). Seguimos este ultimo haciendo hincapié en las etapas expuestas por
Fermat.

Graficamente el segmento de longitBdse divide poun puntoP:

X

Figura 10 Esquema del planteo.

Dando lugar a dos segmentos: uno de longi#ug el otro B- A. El problema equivale

a considerar maxima el area del rectangulo:

A

B-A4

Figura 11 Esquema equivalente al anterior.
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Resolviéndolale acuerdo colas etapas mencionadas de Fermat:

1. La incégnita del problema eA.
2. Se desarrolla la cantidad maxid{B- A) en potencias dé, AB- A* (1)
3. Se sustituye en la igualdad anteriérpor A+ E:
(A+E)B- (A+E)?> = AB+EB- A’- 2AE- E* (2)
4. Se hacen fAadigualesd |l as expresiones (1)
AB+EB- A’*- 2AE- E*° AB- A’
5. Se eliminan los términos comunes y se obtidaB- 2AE- E*° 0
6. Se dividen los términos pdr: B- 2A- E° O
7. Se ignoran los términos que contienBny las cantidades restantes se hacen
iguales para llegar a la expresi@+ 2A=0
8. La resolucion de esta Ultamecuacién dara la cantidad d& para la cual

A(B- A) es maximo, en este casd:=B/2. Es decir, la figura es un cuadrado

de ladoB/2.
El método introducido por Fermas mas sencillo de aplicar a diversas situaciones que
las soluciones geométricas a problemas de maximos y minimos especificos gracias al
desarrollo de coordenadas propuesto por Descartes y Fermat. Este permite expresar
propiedades y formas de los objete®métricos a través de relaciones numéricas y es de
gran importancia a la hora de traducir cualquier problema geométrico a uno algebraico
equivalente, abriendo un amplio espectro de posibilidades en soluciones mas genéricas.
Fermat no realiza demostracida su método, so6lo explica como se aplica. A su vez si
consideramos, como diversos autores, que es equivalente a encontrar puntos de derivada
cero, brinda una condicién necesaria pero no suficiente paraERlldiampoco indica

gue el valor hallado seanumaximo o un minimo.
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El lenguajeutilizado por Fermat en la solucién del problema es algebraico, grafico y/o
descriptivo. Este lenguaje es el que usan la mayoria de los matematicos del siglo XVII
hasta los desarrollos de Newton y Leibniz.
Pino et al.(2011) indican que este método es un punto de partida para el uso de
magnitudes infinitamente pequeias (infinitesimales). En efecto, una pefasdades
principales del método reside en la idea de incrementar una magnitud considerable a la
variable indepetiente 0 a la magnitud que podriamos interpretar como la variable
independiente.
Otra proposicionclave en el método de Fermat, es la adigualdad que establece para
Afaproxi mar tanto como sea posibleo en el
Eest an pequefa, que ambas cantidades son
se aproxima a cero. Podemos concluir entonces que en el método suigyae®ion
intuitiva de limite.

4.1.3 Los aportes del Glculo Diferencial de Newton y Leibniz
Los métodos de analisis promovidos por los precursores de Newton y Leibniz son
desarrollados con el objetivo de resolver una serie de problemas bien definidos, tales
como la construccidde la tangente a una curvaplatencion de maximos y minimos y
el calcub de cuadraturas. Gracias a la geometria analitica de Descartes y Fermat,
mediante la cual cualquier problema de geometria plana puede traducirse a un problema
algebraico equivalente, resulta posible tratar las cuestiones no como problemas
especificos deada curva, sino mediante un método aplicable a una cierta clase de curvas
(Collete, 2013).
Se considera tanto a Newton (164&7) como a Leibniz (1646716) los fundadores
del Andlisis infinitesimal moderno, como cuerpo de conceptos y resultados asicabl

cierta generalidad a resolver determinados problemas, a finales del siglo XVII (Gonzalez,
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2011a). La notacion y técnicas que utilizan les pemmd solo emplear una herramienta

mas eficaz que la geométrica sino también dar respugstdlamas déa Geometria y

la Fisica mediante el mismo método general.

Su origen se debe al interés en ciertos problemas que se pueden clasificar en dos bloques:
problemas mecéniefisicos y problemas geométricos. Dentro de los primeros tenemos
aquellos que hacen e¥éncia a cuestiones como el tiro, la caida libre, el movimiento de

los planetas y todos los que requieran el estudio de los procesos de movimiento. El
segundo tipo de problemas esta relacionado con el calculo de las tangentas, y are
longitudes o volumess. El Glculo de Newton y Leibniz son radicalmente distintos: el

del primero es de caracter dinamico, el segundo concibe las curvas como agregados de
segmentos infinitesimales, lo que dota a Galculo hfinitesimal de un caracter
basicamente estatico (Gxalez, 2011b).

Leibniz no publica trabajos sobre la nueva materia. Muchos de sus descubrimientos los
conocemos a traves de cartas que envia a otros matematicos y gracias a pequefios articulos
en Acta Eruditorum. En esta revistapareceen 1684Nova methodsi pro maximis &
minimisla primera publicacion oficial sobtgalculo, donde define las diferencias y las
reglas de diferenciacion de las operaciones elementales y las aplica a problemas de
tangentes y puntos criticos. Es untdexorta Enparticular se encuentra alli la condicion
dv=0 para maximos y minimos @dv=_0 para puntos de inflexién (Collete, 2013).
Hanack (1960) indica que Leibniz en el volumen V del Actas! primero en establecer

una distincion entre maximo y minimo.

Entre 1669 y 16B Newton escribe tratados de fluxiones, no publicados hasta 1704.
Hallamos la base del método en Rrincipia (1687), muchos afios despuésddscubrir
suCalculo. S trata de un texto corto y dificil de entender (Blanco, 2001). Para Newton

las fluentes so las cantidades generadas por movimientos continuos y las fluxiones son
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las velocidades de dichos movimientos. En términos actuales tenemos respectivamente
las funciones y sus derivadas. Apoyandose en estas ideas determina maximos y minimos
de variables ge crecen o decrecen continuamente, puesto que unBRillor alcanza
cuando su velocidad de variacion (fluxion) es nula. Asi para determi éé una
fluente, se calcula su fluxién y se iguala a cero (Cantoral y Farfan, 1999).
En cuanto al lenguaje simbdlico, es Leibniz el que introduce un nuevo lenguaje general,
tal como se conoce en nuestros dias, que permite escribir con simbolos y féodudas t
los razonamientos y argumentaciones@fdtulo Diferencial e htegral.

4.1.4 Eltratamiento de los extremosen eAnalysed e L O Hopi t al
En 1696, a doce afios de que los articulos de Leibniz apaeacActa Eruditorum,

L

(@))

Hopital publ i ca deAndyserdes infisinment npetite apuore | I
| 6i nt el | i ge nc dAndissgde lbsiingnitaanente pequends pasa el estudio

de las lineas curvas) (Castafieda, 2004). Este libro es consideradl@| primer libro de

Calculo Diferencial escrito con fines didacticos.

Gonzalez (2011a) manifiesta que la estructura de la obra es la heredada de los
matematicos griegos: a partir de definiciones en las que se establece el significado de los
conceptosfipr i mari oso0 que |l uego van a aparecer
diferentes proposiciones que caracterizan las propiedades, estructura, reglas de calculo en
los que estan involucrados dichos conceptos.

Hacemos hincapié en el capitulo Ill de laalue trata sobre el calculo de maximos y
minimos, basandonos en el desarrollo que hace Castafieda (2004) y Gonzéalez (2011a). El
capitulo mencionado se denomidsao del calculo de las diferencias para encontrar las
ordenadas mayores y las menores, a lo seeeducen los problemas de maximos y
minimosy en él se pueden distinguir tres aproximaciones distintas como acercamiento al

significado deER de una curva.
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La primera es una definicion que se ofrece de puntos maximos y minimos como
descripcion del comportamiento de la curva en un entorno de esos puntos. La notacion es
geométrica y hace referencia a la concepcion de curva como traza.
LOHopit al i ndi ca:

Sea MDM una linea curva cuyas ordenad®M , ED y PM sean

paralelas entre si, tal que al incrementarse continuamente la aBétjda

ordenadaPM crece también hasta un cierto purlto después del cual

di sminuyeéSupu &b secd densnorda lalmayorlo ta mena

ordenadg L6 Hospital, 1696, citado en Castafer

D

M
M

A P E P B

Figural2 Extraida de Castafieda (2004, p. 131)

Esta definicion esta fundamentada en la nocion de tamafo, basandose en determinar
dentro de un conjunto de ordenadas, cual esdanada mas grande o mas pequefa.
Implica un acto visual para el individuo y tiene un caracter geométrico dinamico
fundamentado en la descripcion del comportamiento de la curva en un entorno del punto.
La segunda y tercera aproximacion estan ligadadallocadde maximos y minimos: una

a partir de las diferencias y la otra sobre el concepto de recta tangente.

Respecto a la segunda argumentacion se justifica a través del signo de daidger

infinitamente pequenas:
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| P p E P p B

Figural3 Extraida de Castafied2004, p. 131)

En palabras de LOHopital (1696, ciAPado en
PM también crece es evidente que su diferefiRfa sera positiva con relaciéon a la de

AP, y que, por lo contario, cuandBM disminuya al crecer la abscisAP; su

di ferencia ser8 negativao.

Luego finaliza indicando que una diferencia no puede convertirse en positiva a negativa
sin pasar antes por cero o por infinito. De esta manera el punto maximo sera aquel en el
cual lasdiferencias cambian de signo.

La tercera caracterizacion se fundamenta en observar la posicion relativa que toman la
subtangente y la tangente a medida que se consideran distintos puntos sobre la curva. El
maximo se alcanza en el momeetogue la tangentse vuelve horizontal y paralela a la
subtangente. En forma analoga sucede con el minimo.

La explicaci - n (1ap6, eitadd an Castafenlgy @4 la siguiente:

supdéngase una tangente en el puvitoy su respectiva subtangeriel .

T A P p E Fp B
Figurald. Extraida de Castafieda (2004, p. 132)
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La subtangentd®T crece (hacia la izquierda) a medida dde y P se acercan a los
puntosD y E. Es evidente que cuando se construya la tangente en el punta
subtangente se vuelve infinita, de esta forma, cughBorebasa aAE, la subtangente
PT se vuelve negativa de positiva que era, o el contrario.

Gonzalez (2011b, p. 92) muestra las figuras que aparecemaalgsesobre maximo y

minimo con tangde horzontal y vertical. Mostramos aquellas referidas a maximo:

A P? E PP B T

Figura 15 Méaximo con tangente horizontal

Y con tangente vertical (Gonzalez, 2011b, p. 93):

D

: | B
PP E PP
Figura 16 Maximo con tangente vertical
Castafieda indica que estos tres acercamientasqua | i za LOHopital inter

concerniente a la obtencion de maximos y minimos. El primero y el tercero se basan en
argumentos geomeétricos, el segundo en las propiedades de los infinitesimales. En todos
los casos se nota el esfuerzo del autarbpmdar multiples escenarios didacticos para
favorecer la comprension por parte del lector.

Segun Blanco (2001) en los ejemplogncionados/a se presupone si se busca un
maximo o0 un minimo, sin dar ninguna indicacion sobre si es de un tipo o dd@te.
establece un método para saber suek@ hallado es maximo o minimo.
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Luego del desarrollaedrico el texto incluye problemas para practicar y demostrar la
potencia de lo explicado. Los ejemplos hacen referencia a situaciones geométricas o
fendmenodisico-mecéanicos. Los primeros recurren a curvas clasicas expresadas o bien
de forma algebraica como el Folium de Descartes o la paradbola semicublica de Neile, o
bien de forma descriptivgeométrica a partir de la traza de un punto que cumple unas
determiradas condiciones. En referencia a los problemas de indole-rfisicénico
podemos citar los de recorridos minimper ejemplo, etelacionado con la refraccion

de la luz (Gonzélez, 2011b).

Para ilustrar | o esarglaresun probfaogeométrcdHextmidd a |
de Casafeda (2004, éSuplp3o3s)o, Ry’ gawae ARP=X, fi

PM =y, AB=a), exprime la nature de la ciner MDM ¢é 0

N

A P E P B

Figura 17 Extraida de Castafieda (2004, p. 133)

Al tomar las diferencias tenemos:

3x?dx+3y’dy = aydx+axdy
3y*dy- axdy=aydx- 3x*dx
(3y? - ax)dy=(ay- 3x*)dx
v = (ay- 3x2)dx:O

3y’ - ax)

Para que la diferencidy =0 es suficiente que @umerador sea cero, por lo que:
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(ay- 3x*)dx=0
ay-3x*=0
3%
Ca

Al sustituir en la ecuacién inicial se halla el valor péya:

X3+§.3X2(~)3_ )(3_)(2
C a@ a
6
3+27i( :3X3
a
6
2220 (x, 0)
a
3 3
X3:2iY X:Qa
27 3

Obtenemos el lugar donde la ordenada analobPasera mayor que todas.
Gonzalez M. (2006) en su analisis epagnoldogico de este libro, indica que posee una
concepcion geomeétriedinamica delCalculo DOferencial. Las proposiciones y las
demostraciones se llevan a cabo enlenguaje puramente geométrigose realizan
consideraciones acerca del cambio que se mpetaen el recorrido de las curvas.

4.1.5 Los aportes de MacLaurin
SegunHanack (1960)esMacLaurin el primero en establecer un método correcto para
distinguir entre maximo y minimo.

En elTratado de fluxione€l742) MacLaurin desarrolla criterios para encanmaximos

y minimos a través de la serie de Taylor. Taylor y MacLaurin desarrollan sus ideas con

el Céalculo newtoniano, por lo que las variables en esta concepcién son magnitudes que

fluyen con el tiempo.
En notacion actual MacLaurin desarrolla una funcion con sudefi@ylor alrededor de

Xx=0:
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f(x)=f(0)+ f'(O)x+%x2 +$x3+...

Segun Cantoral y Farfan (1999), MacLaurin no centra su atencién en la convergencia de
la serie, inclusive admite casos en los cuales la funcién no puede seolesarn
seriesMacLaurin (1742, citado en Cantoral y Farfan, 1999) escribe:

When the first fluxion of the ordinate vanishes, if at the same time its second

fluxion is positive, the ordinate is thenn@nimun but is amaximumif its

second fluxion is ten negative; that is, it is less in the former, and greater in

the latter case than the ordinates from the adjoining parts of that branch of the

curve on either side(p. 93).
Traduciendo parte de este parrafo consideramos que cuando la primera flixion s
Afdesvaneceo, es decir es cero, si al mismo
es positiva, la ordenada es un minimo, pero es un maximo si la segunda fluxion es
negativa. Este es el criterio que hoy conocemos como método de la derivada pagaunda
la determinacion dER de una funcion.

En simbolos actualesea f una funcién cuyo desarrollo en serie alrededounl punto

de abscisax = a es:

f(a+th)=f(a)+ f'(@)h+

(a) h? +...
2l

fa+h)- f(a)= f'(a)h+%h2+..

Si f'(a) =0tenemosf (a+h)- f(a) :%hz +...

Si f"(a) >0 estamos en presencia de un minimo.fS{a) <Ola curva presenta un
maximo en espunto.

Con estos acercamientos se trabajé todo el siglo XVIII, en el que al final del mismo se
intensifico el trabajo con series de potencias.
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4.1.6 Reflexiones
Considerando lo expuesto podemos dar cudetgue los problemas de maximos y
minimos conviven con los mateméaticos desde hace siglos.
Los primeros ejemplos mostrados se abordan desde una perspectiva geométega que
justamente la que prevaten la época. Los procedimientos usados son una continaci
entre construcciones geométricas y argumentaciones y lenguajes propios de la geometria.
Uno de los principakobstaculos al que se enfremtlos mateméticoes el escaso
desarrollo del simbolismo y también el hedai®que las expresiones algebraicas no
exisien Esta falta de simbologia impigacontrar métodos de solucion mas generales,
por lo que se dedican a resolver multiples casos particulares.
La introduccion de la representacion analitica que realizan Descartes y Fermat facilita,
por parte de est@timo, la creacion de un método mas general para determinar maximos
y minimos, pero el que tiene sus falencias. Por ejemplo, Fermat no piensa en funciones
sino en cantidades y no tiene clara la nocion de variable independiente como la
concebimos hoy enia Para algunos autores cofino et al(2011), Cantoral y Farfan
(1999) en este método hay una idea intuitiva de limite y de magnitudes infinitesimales.
Para otros comde la Torreet al.(2005) el método es puramente algebraico y no supone
inicialmente ningln concepto de limite ya que para Fermat la valiahtetiende a cero.
De todas formas, los trabajos de Newton y Leibniz tienen en Fermat un valioso
antecedente.
Por el lado de Newtoealcula ureR igualando a cero la fluxién y Leibniz hace lo mismo
con el diferencial. En los dos casos son condiciones necesarias, pero no suficientes.
Luego analizamos el tratamiento de IBR en el primer texto didactico fexido al
Calculo, donde se brdan definiciones de los mismos y métodos para calcularlos. A partir

de los conceptos primarios o definiciones iniciales que aparecen a lo largo del texto se
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suceden proposiciones, propiedades, reglas de calculo en los que estan involucrados esos
conceptosEl libro posee una concepcion geométda@amica delCélculo Diferencial
ya que la proposiciones y demostraciones se llevan a cabo en un lenguaje puramente
geométrico. Debido a que en esa época noeistienguaje funcional, ni siquiera la
nocion defuncién, todo el estudio se basa en el analisis de curvas cuyas representaciones
mas utilizadas son las gréaficas. Las curvas estudiadas son las clasicas Eolnmeale
Descarte la parabola semicubica de NeilRespecto a los puntos criticos, estos se
clasifican atendiendo a este caracter geométrico, siendo el criterio la posicion de la
tangente: se distinguen puntos criticos que poseen tangente horizontal o vertical.
En el |l i bro de LOHopital |l a condicass n sufi
diferencias no esta tan explicita como el analisis del signo de la derivada segunda que
realiza MacLaurin para determinar si el punto critico hallado es maximo o minimo.

4.2 Analisis didactico
La dimension didactica tiene como objetivo analizar distintos aspectos afines con la
ensefianza de contenidos sobre el estudio de las funciones desde el punto de vista del
PyLV: ER, funciones crecientes, decrecientes, y su posterior utilidad en la resalecio
PO en nuestro contexto. Estudiamos la situacion en la asignatura Analisis Matematico |
del Departamento dingenieria énvestigacione3ecnoldgicasle launiversidaddonde
se desarrolla la investigacion. Por ultimo, analizanmsde los libros de t¢o que se
proponen como bibliografia basica en la actualidad en la catedna/glainiversitario
en general.

4.2.1 Las cameras de ingenieria en la BlLaM

El contexto ded investigacion es la UNLaMibicada en la localidad de San Justo, en el
conurbano bonaerense la Republica Argentindsta universidad esta organizada por

departamentos. Cada uno de ellos agrupa disciplinas afines y provee el equipo de docentes
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a las distintas carreras. Nuestra experiencia se realiza epa&itBmento dengenieria e
Investigacione§ ecnoldgicasdel cual dependen las carreras de Ingenieria Informética,
El ectr-nica, |l ndustrial y Civil. E I depart
c ambi o 6omo wnd de 8us objetivos primordiales formar a susradgroon sélidos
conocimientos en ciencias basicas y formacion ingenieril acorde a las necesidades
actuales. A su vez trata de consolidar:

V profesionales formados multidisciplinariamente que comprenden y aplican los
principios de la ingenieria, las habilidades para el disefio y las buenas préacticas de
la profesion y se desempefian con idoneidad,

V con sélida formacion tedrica y practica, con cagiad de comprender y actuar en
forma innovadora y emprendedora ante las demandas de la sociedad y de los
cambios tecnoldgicos,

V destacados en las TIC, eje central de su formacion,

V preocupados por su actualizacion permanente y

V comprometidos con el correcto y adecuado ejercicio de la profesion.

La formacion del ingeniero en nuestilepartamato esta encauzada a las Tldebido a

que:
V se consideran de primordial importancia en el desarrollo de la sociedad,
V son factores de cantben la ciencia y la tecnologia,
V poseen gran aplicacion en la mayor parte del segmento productivo y
V tienen relacion directa con la innovacion y competitividad en el pais.

La carrera de Ingenieria Industrial forma a los estudiantes en competencias que les
permiten insertarse en el sistema productivo, utilizando en forma efectiva los recursos
necesarios para la produccién: humanos, tecnoldgicos y financieros. En cuanto a la

Ingenieria en Informatica, ofrece al alumno la posibilidad de especializarse pa dégu
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las siguientes orientaciones: Ingenieria de Software, o en Redes y Sistemas Distribuidos.
La Ingenieria Civil se caracteriza por su apertura generalista y flexible que prepara al
futuro egresado universitario con un profundo conocimiento de ladasdrésicas y de
las tecnologias basicas y aplicadas, permitiendo resolver problemas en el campo de las
obras edilicias, hidraulicas y vialelsa Ingenieria Electronicaplica los conceptos y
métodos de las cienciaisicomatematicasy de la ingenieria al analisis, disefio,
fabricacion, instalacién y mantenimiento de dispositivos, equipos y sistemas electrénicos,
gue se utilizan en el campo de las Tecnologias defdainiacion y Comunicacign
Telecomunicaciones, Robodtica, Control Ingias y Multimedios?

4.2.2 La asignatura Analisis Matematico | en Eplan de estudio
A partir del afio 2009 rige en ekbpartamento mencionadm plan de estudio para todas
las carreras dmgenieria que dependen del mismo, dando respuesta a necesidades como:
la implementacion de un ciclo general de conocimientos basicos, la cuatrimestralizacion
y compromisos asumidos ante @Gomision Nacional de Evaluacion y Acreditacion
Universitaria(CONEAU).
Este plan tiene, entre sus objetivos;dastitucionde ingenieros innovadores, creadores
de tecnologias y emprendedores, con formacion mas que con informacion, abiertos al
autoaprendizaje, a la interdisciplina, con una alta sensibilidad go&tiah profesional.
El ciclo inicial comprende los tres primeros afios de la carrera. El mayor énfasis esta
puesto en la formacién en las ciencias basicas (Matematica, Fisica, Quimica). Esto le
permite al futuro graduado contar con los conocimientos isofes como para
introducirse en el estudio de las tecnologias especificas. En el Ciclo General de
Conocimientos Basicos, comun a todas las card@asgenieriase ubica la asignatura

Andlisis Matematico |, en cuyos contenidos basamos nuestra invéstigac

2 Recuperado dettp://ingenieria.unlam.edu.ar/index.php?seccioa3d1 de mayo de 2016.
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Luego de rendir y aprobar el examen de ingreso, los alumnos comienzan el primer afio en

el cual, por plan de estudios, setdrclas siguienteaterias

Primer afio
Primer cuatrimestre Segundo cuatrimestre
Anélisis Matematico | (8 h Algelra y Geometria Analitica | (§ h
Elementos de Programacion (8 h Matematica Discreta (4 h

Tecnobgia, Ingenieria y Sociedad §4h | Quimica (4 h

Sistemas de Representacion 4 h Fundamentos de TIC (§ h

Tabla 3. Esquema de asignaturas de primedafiarreras de ingenieria de UNLaM

En los ultimos afos las autoridades de departamento decidieron, ante los elevados indices
de desercion y reprobacion, alterar el orden anterior y asignar Analisis Matematico | como
materia del segundo cuatrimestre. Rsta razén, en el cuatrimestre mencionado, la
mayoria de los alumnos cursa la asignatura por primera yatrigneexperiencia en la
vida universitaria.
La carga horaria de Analisis Matematico | es de 8 horas por semana, divididas en dos dias
de 4 horas cada uno, durante 16 semanas, haciendo un total de 128 horas. El programa
analitico es el tradicional d@alculo Diferencial elntegral en una variable gue se
agrega una Unidad Transversid resalcion de actividades (vé&nexo 1). Esta unidad
atraviesa todos los contenidos y tiene sus objetivos propios. En la priesteademos
gue el alumno:

V utilice diferentes técnicas o heuristicas erelolucion de problemas,

V trabaje en grupo en la resolucién de problemas, fundamentando sus decisiones y

aceptando las de los demas miembros cogspiritu critico y de respeto,
V identifigue fortalezas y debilidades en el proceso propio de resolucion de

problemas (reflexion metacognitiva).
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Combinamos dos o tres clases teépcécticas desarrolladas en forma tradicional,
expositivadialogada, con una clase de resolucion de actividades en laatpagmos

bajo modalidad tallefen la clase tedricpractica tadicionalpresentamolos objetivos a

lograr, asi como un breve esquema de las tareas necesarias para congeqonesnos

los principales conceptos de los bloques teméticos, intercalando ejemplos y/o ejercicios
que clarifiquen los temas explicad&®mentamoda participacion del alumno aportando
respuestas a preguntas del profesor o ideas para la resolucion de las actividades
propuestasTrabajamoscon la guia de trabajos practicos de la catedra que tiene gran
cantidad de ejercicios que le permiteraimno aplicar los conocimientos adquiridos.
Enfatizamosl desarrollo de actitudes y habilidades que busquen la adquisicion activa de
nuevo conocimientadCuando el docente resuelve los ejercicios en el pizarrén, repasa la
teoria, refuerza conceptos, esiia el empleo de heuristicas en la resolucion de
problemas, el control de lo realizado y la verificacion de los resultados cuando esto sea
posible.

A continuacion, explicaos el desarrollo de las diversas unidades hasta llegar a la que
nos interesde acuerdo con ebjetivo ¢ la investigaciéria unidad4i Apl i caci ones
CalculoDi f er enci al o.

Iniciamos la asignatura caal estudiode funciones, presentando las mismagliversos
registros de representacion y enfatizando su comportamiento a través de las graficas.
Hacemos hincapié en la utilidad de las funciones para modelizar situaciones de la vida
diaria 0 de otras ciencias mostrando modelos sencillos (exponendtaladgtmicos,
cuadraticos, lineales). Las actividades con las wabajan los alumnos en lanidad
Transversalke basa en diversos modelos simples en los cuales analizan dominio e
imagen bajo contexto, identifican variable independiente y dependieteeprétan

graficas y tablas, calculan cambios de la variable, entre otros.
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El concepto de limite se ensefia anterior al de derivada. Damos una idea intuitiva basada
enregistros numérico y graficg si bien mostramos y explicamos la definicion formal

no hacemos hincapié en la misma. Enfatizamos el calculo de limites a través de
interpretacion de gréaficos y de técnicas algebraicas. En esta unidad introducimos los
conceptos de velocidad media y v@ttad instaténea

Comenzamosl estudio de la derivada a partir de la razén de caméidtiay su relacion

con la pendiente de la recta secante, llegando a definir la razén de cambio instantanea o
derivada y sunterpretacion geométrica conia pendiente @ la recta tangenta la

funcion en un puntoParalelamenteetomamosvelocidad mediae instantanea. Estos
conceptos, razon de cambio media e instantanea, son estudiados en ekndarersds
problemas (desde la Fisica, Ciencias Naturalesn@&mia), y trabajados en clase y en la
UnidadTransversalPonemo®nfasis en la relacion entre las gradice una funcion y su
derivada.

Empezamos la unidad de aplicaciones a la derivada, central en nuestro estudio, con las
definiciones deER y extremosabsolutos, brindando ejemplos en funciones conocidas.
Enunciamos y demostramos la condicién necesarizRdgara funciones derivables para

luego dar lugar a dos teoremas: teorema de Rolle y de Lagrange. De estos ultimos
ponemos hincapié en sus hipotesis y su interpretacidon geométrica, quedando el docente a
cargo de la comision en libertad de realizar o no las demostraciones.

El crecimiento ydecrecimiento de una funcidn en un intervalo abierto se definen
formalmente en esta unidad, si bien damos una idea intuitiva en unidades anteriores.
Relacionamos el signo de la derivada primera con el crecimiento o decrecimiento de la
funcion desde ekgistro analiticddemostracion basada en el teorema del valor medio de

Lagrange) y también interpretando gréficos. Trabajamos condiciones necesarias y
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suficientes para el célculo dR y resolvemos diversoBO. La actividad de la bidad
Transversatorrespodiente versa sobieQ.
Evidenciamosde lo expuesto, la intencion desde hace algunos afios de dar a la materia
una impronta desde el PyLV y desde la articulacion de diversos registros de
representacion.
Como bibliografia basica utilizamos un libro redactadpecialmente para la catedia,
acuerdo comsus necesidades y a la orientacion que se le da a la materia:
Williner, B. (2015). Apuntes de claseAnalisis Mateméticol. San Justo: Ediciones
UNLaM.
4.2.3 Andlisis dedoslibros de texto

Revisamos dos libros de texdsponibles en la biblioteca de la UNLaMcomendados
por la catedacomo bibliografia basicg usadodrecuentementgor los alumnos:
Stewart, J. (1999)Céalculo: conceptos y contextodéxico: International Thomson
Editores.
Larson, R y Edwards, B. (201@4alculo 1 de una variabl@na.Ed.). China: Mc Graw
Hill.
El objetivode este andlisiss indagar como se introduce y desarrolla el contenido sobre
funciones crecientes y decrecientes, maximos y minitacggcueaia con la que esta
ordenado, su relacion con la resolucion de losd@@o asi también el uso de diversos
registros de representacion y estrategias variacionales. Decidimos organizar los siguientes
puntos:

V Motivacion al estudio, resefiasstoricas

V Registros de representacion

V. PyLV
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V Orden y desarrollo de los contenidos previos a estudio completo de funciones y
PO

V Cdmo se tratan los conceptos de crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos

V Como se explican los métodos para hdigr

V Como sentroducen y resuelven los PO
Motivacion al estudio, resefias historicas
Stewart exhibe un cap2tul o d@&8nlocnuilnoadd oe nii Perle s
muestra los problemas que dieron origen a las ideas fundamentales del Analisis
Matematico: el problema del area, el problema de la recta tangente, la velocidad, las
paradojas de Zenon para introducir el limite de una sucesion y la suma de una serie. A su
vez, el parrafo inicial de cada uno de los capitulos motiva al lector solsti@ibedel
mismo desde aplicaciones a la vida real o en diversas disciplinas.
Las resefias historicasn escasagn el capitulo de limites el autor brinda una sintesis
sobre la vida y el trabajo de Newton. Cuando se introduce la notacion de derivada usand
diferenciales informa sobre la labor de Leibniz y en la condicion necesdid dace
alusion a Fermat.
E |l ibro de Larson y Edwards comienza con u
C8l cul oo, donde se revisan estaiodeémigmo:el que d]
dibujo de graficas y funciones y el ajuste de modelos matematicos a conjunto de datos.
Es recién en el capitulo sobre limites y sus propiedades, bajo eliiQloé es el
Calculo®, donde se exponen una serie de problemas queuskaesh a lo largo de la
historia de la matematica: recta secante y tangente, velaniddidie instantanea, area
de un rectangulo y area bajo una curva cualquiera, etc. Es interesante el paralelo que
muestran | os aut oC€8elsc ue nntds dyc efillcaens tc wdnioo mid g ii v ¢

lector.
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Al comienzo de cada capitulo sgponeras secciones en las que éste esta dividido y se
brinda una pregunta o problema de la vida real u otra ciencia relacionada con los temas a
desarrollar.

Las referends historicas son varias, pero muy breves. Por ejemplo, en los capitulos
analizados: Descartes y su aporte sobre las coordenadas cartesianas, Leibniz como el
primer matematico que uso el término funcion y Euler el que lo formalizé; Cauchy como

el precursorsobre el concepto de funcion continua, Newton y el problema de la recta
tangente y Fermat con su método de maximos y minimos.

Registros de representacion

El uso de registros de representacion es rico en los dos libros. Se trabaja desde el capitulo
preliminar conlos registros grafico, analitico y numérjamn explicaciones verbales y

con diversos diagramas. Larson y Edwards, en el primer apaitadicho capituloen

forma explicitaexplican que stavorecda comprension de los conceptos fundamentales
delCalculo si se los aborda de diversas perspectivas: grafica, analitica y numeérica.
Stewart presenta cuatro maneras de definir una funcion: verbal, numérica, visual y
algebraica y brinda ejemplos en diversas ciencias y propios de la matematica.

El conceto de limite se ofrece en los dos libros desde una definicion intuitiva a traves de
registro numéricpformando tablas, con varios ejemplos y graficos, para luego dar una
definiciébn no formal emegistro verbalEl problema de la recta tangente y la vielad

también se tratan desde varios registros de representacion.

En el libro de Stewart predomina el registro grafico cuando se explica la relacién entre

f'y f oentref”, f'y f, asi como también cuando se defi@hde una funcion.

Este ultimo caso se trabaja también en forma analitica. La relacion grafica entre una
funcion y sus derivadas primera y segunda no se exhibe en el libro de Larson y Edwards,

en el cual se trata solamente en forma analitica.
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PyLV
La seccioren la cual se vislumbran ideas variacionales es llamada, en el libro de Stewart,
ARazones de cambio en ciencias naturales vy
como modelo de situaciones de cambio en diversas cieRé&s, Quimica, Biologia,

Economia y otras. Antes de comenzar con el desarrollo de los ejemplos se recuerda los
conceptos de:

Cambio enx Dx=Xx, - X
Cambio eny Dy = f(x,)- f(x)

Dy _ (%)~ T(x)

Cociente de diferencias— = como razon de cambioediay como
X = %
2

pendiente de la recta secante.

Luego el limite:

Fx)- (%)

2

im 2 = fim
Dx- 0 Xo- %

= f'(x)) como razén de cambio instantanea y

pendiente de la recta tangentefefx,, f (x,)) (p. 208)

Se brindan ejemplos resueltos, explicados totalmente con graficos, esquemas y desarrollo
analitico. En todos los casos se interpretan los conceptos anteriores bajo el contexto del
problema.

Larson y Edwards no hacen demasiado énfasis en el Calculo canaideatica del
cambio y la variacién. Definen cociente de incrementos o de diferencias cuando

especifican la pendiente de la recta secante entre un B\jatd (c)) y otro Q(X, f (X))

. Este concepto se retoma como razén de cambio media en el problema de la velocidad.
Hay ejecicios al respecto en los que se brindan ejemplos en otras ciencias.

Orden y desarrollo de los contenidos previos a estudio de funciones y PO
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En los dos libros el concepto de funcién de un conjuhten otro B, se define como
regla de asignacion tal queada elemento dé le hace corresponder un Unico elemento
en B. Si bien queda relegada la definicion como pares ordenados que cumplen
determinadas condiciones, Stewart define la grafica de una funcién como el conjunto de
pares ordenados de la fornfa, f (X)) con X perteneciente al dominio de la misma.
Larson y Edwards no hacen referencia a esto.
Entre los ejemplos dados sobre funciones es interesante observar, en los dos libros, varios
gue pueden considerarse como anticipo a un PO. Entre ellos:

Un recipiente rectangular para almacenamiento con su parte superior abierta

tiene un volumen d&0m®. La longitud de su base es el doble de su ancho.

El material para la base cuesta 10 délares por metro cuadrado y el material
para los lados cuesta 6 dolarew pnetro cuadrado. Exprese el costo del
material como funcion del ancho de la base (Stewart, 1999).p.
En este capitulo Stewart define funciones crecientes y decrecientes en un intervalo
cerrado de la siguiente manera:
V Se dice que una funcién es creteen un intervald si f(x ) < f(x,) siempre
queXx <X, enl.
V Se dice que una funcién es decreciente en un intedvad f(x) > f(X,)
siempre quex, <X, en | . (p. 23).
En los dos libros se presentan funciones de uso frecuente como la funcién constante, las
potenciales y=x", con n natural, n=-1, n=1/2y n=1/3, funciones

trigopnométricas, funciones exponenciales y logaritmicas. Luego se definen

transformaciones como desplazamientos horizontales y verticales, reflexiones,
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contracciones y dilataciones, enfatizando que de esta manera se pueden corehas
funciones a través de las ya conocidas.

Se presentan las operaciones algebraidasomposiciérentrefunciones.

En el libro de Stewart existe un apartado especial para las funciones exponenciales
relacionadas con determinados modelos maieo®y las logaritmicas como inversas de
éstas. Termina el capitulo con funciones como modelos matematicos y ajuste de curvas.
Se hace una exposicion de lo que es resolver un problema, las etapas definidas por Polya
y se presentan diversas heuristicap s con ejemplos.

En el libro de Larson y Edwards se introduce el uso de un software para graficar una
funcion de la cual se quiere obtener su maximo, el que luego se corrobora con tabla
numeérica. En este apartado se enuncian varios PO en los queitseresblucion grafica,
algunos con la ayuda de un software, otros sin uso del mismo.

En los dos libros seleccionados se introduce el estudio de limite de una funcién citando
aplicaciones de este concepto. Los autores retoman el problema de calenhalidate

de una curva en un punto o el de la velocidad instantanea, en los cuales es necesario
calcular un limite. En ambos casos el concepto se brinda desde una definicion intuitiva a
través de varios registroaumérico(formando tablas)grafico y anatico, con varios
ejemplos mtroducerla idea de limite como el valor al que se acerca la funcién a medida
gue la variable independiente se acerca a cierto niamero.

Stewart lo define en forma verbal pero no formal, dejando la definicién ék&ltnen
unapéndice al final del libro. Por su parte Larson y Edwards brindan dicha definicion y
desarrollan varios ejemplos en donde se utiliza.

Luego en los dos libros se presentan las propiedades de limites sin demostracion, pero
aplicandolas a varios ejercicid® explican algunas técnicas de resolucion de limites sin

llamarlos casos de indeterminacion.
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Se trata el tema de continuidad antes del limite infinito y de variable infinita, los que se
exponen con nmerosos ejercicios en registros analitico, grafico ymérica
Posteriormente se explican los limites que comprenden el infinito, ya sea como variable
independiente o dependiente. Stewart lo hace sin definiciones formales, usando diversos
registros y definiendo simultdneamente asintotas verticales y hol&ontarson y
Edwards ofrecen las definiciones formales.

En la seccion siguiente, en los dos libros, se trabaja con tangentes, para introducir el
concepto de derivada, desde todos los registros. Se comienza con la derivada de una
funcion en un punto y swnterpretacion como razén de cambio instantanea y como
pendiente de la recta tangente. Luego se define la derivada como funcion.

Stewart a su vez introduce aqui el concepto de velocidades y razones deradia@®
instantanea. Expone una funcion mgidro graficoy solicita esbozar desde ella su
funcion derivada. Hace hincapié en tangentes horizontales en maximos y minimos
relativos, sin definirlos.

Los autores analizan la diferenciabilidad de una funcion para lo cual estudian la relacién
entre derivallidad y continuidad y el concepto de derivadas laterales. Desarrollan las
reglas de derivacion, demostrando algunas de ellas y las derivadas de orden superior.
En el libro de Stewart sxplicaun ejemplo donde se interpreta la segunda derivada como
derivada de la primera, realizando el grafico de las tres funciones en un mismo par de
ejes. En el problema de la velocidad se define la segunda derivada como la aceleracion.
Muchos ejercicios propuestos se basan en la relacidon entre el grafico de una fighcion y
de sus derivadas sucesivas.

Cbomo se tratan los conceptos de crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos

Stewart enfatiza en reiteradas oportunidades las relaciones entre los graficgd de

donde se involucraBR.
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Luego de explicar el concepto de aproximacion lineal y bajo el gigué dicef ' acerca

de f ? explica de manera intuitiva varios conceptos importantes en nuestro estudio.
Comienza considerando el grafico de una funcion (sin su expresion analiticaueh el ¢

se marcan algunos puntos y se estudia el signo de la pendiente de la recta tangente en
dichos puntos, determinando de esta forma intervalos ddngd >0 y f'(x) <O.
Completa el p8rrafo conf'(a0 & xrpce g gue-sin fApar
f'(X)<0 f decr (Sewad, 1999p. 175) expresandolo luego como resultado
general.

Este andlisis es tratado de manera inversa: se da el grafitbydse solicita graficaf

Se analizan aqui intervalos de derivada positiva indicando fquerece en dichos
intervalos, de derivada negativa, subrayando fjudecrece en esos intervalos y puntos

de derivada cero en los cuales la recta tangente es horizontal. Uno de esos puntos es un
maximo local y el otro un minimo local. Se brindan las definiciones de estos dos
conceptos en forma intuitiva.

Luego bajo el titulg,qué dicef ' acerca def ? se explica como el signo di'" afecta
el aspecto de la grafica de Se analiza la derivada segunda como informacién del
crecimiento o decrecimiento de la derivada primera. Entoncds' ses positiva, '
crece, indicando que las pendientes de las rectas tangentes crecen de izquierda a derecha.
Se brinda un grafico y se defiada curva de este tipo como concava hacia arriba. Cuando
f" es negativa la funcién derivada decrece, por lo que las pendientes decrecen de
izquierda a derecha y se expone un gréafico con esta situacion definiendo a la curva como
céncava hacia abaj&stose indica en forma general:

V Si f"(X) >0en un intervalo entonceé es céncava hacia arriba en ese

intervalo.
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V Si f"(x) <0en un intervalo entonce$ es céncava hacia abajo en ese

intervalo(Stewart, 1999, p. 177).
El libro de Larson y Edwards no cuenta con este andlisis gréfico. El capitulo denominado
AAplicaciones de | a derivadao es el gue C¢
definiendo extremoabsolutogle una funcion:

V Seaf definida en un intervald que catiene ax =cC.
V  f(c)es el minimo def enl si f(c)¢ f(X)paratodax enl .
V f(c)es elmaximode f enlsi f(c)2 f(X)paratodax enl .

V Los minimos y maximos de una funcion en un intervalo son los valores

extremos o simplemente extremos de la funcion en el intervalo. El minimo

y el maximode una funcidn en un intervalo también reciben el nombre de

minimo absoluto y maximo absoluto en el intervdlaréon y Edwards,

2010,p. 164).
En ningln momento se aclara si el intervalo anterior es abierto o cerrado ni se explicita
el dominio de la funcidon. Luego se enuncia el teorema de funciones continuas y la
existencia dextremosabsolutos. A continuacion, se da la definicioregRe

1. Si lay un intervalo abierto que contien€ an el cualf (C) es un maximo,
entonces f (C) recibe el nombre de maximo relativo de, o se podria
afirmar quef tiene un maximo relativo e(c, f (c)).

2. Si hay un intervalo abierto que contiene an el cualf () es un minimo,
entances f (C) recibe el nombre de minimo relativo die o se podria afirmar
que f tiene un minimo relativo efc, f (C)) (Larson y Edwards, 201,

165).

Cbémo se explican los métodos para hall&
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ElI cap2tulo del |libroderi Saeciwand dAmpIl ecaai o

gue motivan al lector: ¢cuél es la forma de una lata que minimice los costos de
fabricacion?, ¢cual es la aceleracibn maxima de un transbordador espacal2s el

radio de la trAquea contraida que expele aire debm@s rapido al toser?, ¢qué angulo
deben formar los vasos sanguineos al ramificarse de modo que se minimice la energia
consumida por el corazén al bombear sangre?

Luego se definen los conceptosedgremosabsolutos ER:

Una funcién f tiene un maximo alsduto (0 maximo global) erc si
f(c)2 f(X) paratodox en D, dondeD es el dominio def . El nimero
f(c) se llama valor maximo dé en D. De manera analog tiene un
minimo absoluto (0 minimo global) ensi f(c) ¢ f (X) para todoxen D
el nimero f(C) se denomina valor minimde f en D. Los valores
maximos y minimos dd se conocen como valores extremod dgStewart,

1999,p. 274).
Posteriormente el autor brinda una grafica de una funcion donde resalta el valor maximo
absoluto y minimo absoluto y llanfeatencion sobre el comportamiento en otros puntos,
aguellos que soBR. Para luego definir:

Una funcion f posee un maximo local (0 maximo relativo) en si

f(c)2 f(X) cuandox esta cercano a. (Esto significa quef (C) 2 f(X)

para todoX en algun intervalo abierto que contiene a De manera analoga,

f tiene un minimo local es si f(c) ¢ f(X), cuandoX esta cercano a

(Stewart, 1999p. 275).
Se enuncian los teoremas del valor extremo y de Fermat, dando ejemplos gréaficos al

respecto. Se sefala qoeede haber uBR en un punto donde no exista derivada, dando
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el ejemplo de la funcion valor absoluto Been X =0. Posteriormente se define nimero
critico de una funciérf al nimeroc del dominio def tal que f'(c)=0 o f'(c) no
existe. Se menciona siguiente método:

Método del intervalo cerradpara hallar los valores maximo y minimo

absolutos de una funcién contindasobre un intervalo cerrada, b]
1. Encuentre los valores d& en los nimeros criticos d& en (a, b).

2. Halle los valores def en los puntos extremos del intervalo.

3. El méas grande de los valores de los pasos 1 y 2 es el valor maximo

absoluto, el mas pequeiio, el valor minimo absobteviart, 1999p.

278).
En la ejercitacion correspondiente a esta parte se solicita determinaro®igminimos
de diversas funciones en contexto, pudiendo ser considerada como resolucion de PO.
La proxima seccion comienza con el teorema del valor medio y su interpretacion
geométrica Repite la prueba para funciones crecientes y decrecientes, p&staen
oportunidad con su demostracion formal utilizando el teorema del valor medio.
A través de un ejemplo de una funcion polindmica de grado 3 se analizan maximos y
minimos locales para luego dar lugar al primer método que aparece en el libro para
determirar ER:

Prueba de la primera derivada

Supdngase que es un nimero critico de una funcién contiriua
a) Si f' cambia de positiva a negativa enentoncesf tiene un

maximo local ernc .

b) Si f' cambia de negativa a positiva enentoncesf tiene un

minimo local enc .
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c) Si f' no cambia de signo em (es decir, f' es positiva a ambos
lados dec o negdéiva en ambos lados), entoncds no tiene
maximo ni minimo erc (Stewart, 1999p. 286).
En cambio, en el libro de Larson y Edwards, para estubieria de la derivada en los
ER se parte d tres ejemplos: dos coiiREle funciones derivables en su dominio y el caso
de la funcién valor absoluto de en X =0. Luego se define punto critico y se enuncia y
demuestra el teorema de Fermat sobre la condicién neces&fiabm derivada. Para
determinalER y extremos absolutaen un intervalo cerrado se formula:
Determinacion de extremos en un intervalo cerrado

Paia determinar los extremos de una funcién contifu@n un intervalo
cerrado[a, b] se siguen estos pasos:

1. Se encuentran los puntos criticos Heen [a, b]

2. Se evaluaf en cada punto critico c(ca, b)

3. Seevaltaf en cada punto extremo ¢ia, b]

4. El mas pequefio de estwalores es el minimo y el mas grande es el
maximo(Larson y Edwards, 201@, 167).
Se resuelven algunos ejemplos, entre los clities/ienenPO.
Es recién en el apartado posterior al enunciado e interpretacion geométrica de los
teoremas de Rolle y de Lagrange donde se trata sobre funciones crecientes y decrecientes
y el criterio de la primera derivada. Hasta este momento no se definieron este tipo
funciones.

Una funcion f es crecientesobre un intervalo si para cualesquiera dos

namerosx, y X, en el intervalo,X, < X,, implicaf (x) < f(X,).
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Una funcién f esdecrecientesobre un intervalo si para cualesquiera dos
ndmerosxX, y X, en el intervalo,x, < X,, implicaf (x) > f(x,) (Larsony

Edwards, 2010p. 179)
Se expone un solo ejemplo gréfico indicandd@®s IDy en el mismo se indica el signo
de f' sin graficar rectas tangentes para comprender la relacién entre el signo de esta
Gltima y la original.
A continuaciénse enuncial criterio para las funciones crecientes y decrecientes y se
demuestra usando el teorema de Lagrange del valor medio.
Se dan ejemplos en los que se calculddos ID de una funcién en forma analitica. No
se muestran, por ejemplo, los gréficos Hley f' en el mismo par de ejes para poder
relacionalos, o a partir del grafico dé' estudiar el comportamiento de.

Se enuncia el criterio de la derivada primera para calcular maximos y minimos junto a
graficos que ilustran cada situacion:

Seac un punto critio de una funciénf que es cotinua en un intervalo

abierto | que contiene & . Si f es derivable en el intervalo, excepto

posiblemente e, entoncesf (C) puede clasificarse como sigue:

1. Si f'(X) cambia de negativa a positiva @€n entoncesf tiene un
minimo relativo en(c, f (C)).

2. Si f'(X) cambia de positiva a negativa @nentoncesf tiene un
maximo relativo er(c, f (C)).

3. Si f'(X) es positiva a ambos lados de o negativa en ambos lados de
c, entoncesf (C) no es ni un minimo relativo ni un maximo relativo

(Larson y Eavards, 2010p. 181).
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Luego se resuelven ejemplos sggistro analiticoy un problema de aplicacion: la
trayectoria de un proyectil. En los ejercicios nuevamente se proponen PO.
En cuanto a la concavidad de una curva Stewart retoma lo ya desarrollado cuando

relaciona los graficos dé , f'y f". Define punto de inflexién como aquel donde la

curva cambia su concavidad para pasar al métodm dierivada segunda parRE
Prueba de laesgunda derivada

Supdngase quéd ' es continua cerca de.
a) Si f'(c)=0y f'"(c)>0, entonced tiene un minimo local en
b) Si f'(c)=0y f"(c) <0, entoncesf tiene un maximo local en

(Stewart, 1999p. 287).
Se efectla el estudio completo de diversas funciones desdros analitico y grafico
Larson y Edwards definen la concavidad como el crecimiento o decrecimiento de la
derivada primera y luego explican la relacion de la concavidad con la posicios de la
rectas tangentes respecto a la curva. Expresan el criterio de concavidad y el de la derivada
segunda para calculo &R en forma similar a la que lo hace Stewart.
Como se introducen y resuelven los PO
Como indicamos anteriormente, desde el capitulo deidunes, los autores de los dos
libros anticipan PO.
En el caso de Stewart, al comenzar | a secci
hace una introduccion con los pasos que guian la solucion de los mismos:
1) Comprenda el problema: el primer paso esd¢@roblema con cuidado,
hasta que se entienda con claridad. Hagase las preguntas ¢cual es la
incégnita? ¢cudles son las cantidades dadas? ¢ cuales son las condiciones

dadas?
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2) Dibuje un diagrama: en la mayor parte de los problemas resulta Gtil
dibujar un dagrama e identificar en él las cantidades dadas y requeridas.

3) Introduzca notacién: asigne un simbolo a la cantidad que se va a
maxmizar o minimizar (Ilamémosl&) por ahora). Asimismo, seleccione
simbolos para las otras cantidades desconocidas y macjagraima con
estos simbolos. Puede ayudar el uso de iniciales como simbolos
sugerentes; por ejempld\ para el areat para el tiempo.

4) ExpreseQ en términos de algunos de los otros simbolos del paso 3.
5) Sienelpaso 4 se ha expresado como funcién de mas de una variable,

utilice la informacion dada para hallar relaciones (en la forma de
ecuaciones) entre esas variables. Enseguida use esas reEsiguaoa

eliminar todas las variables, excepto una, en la expresiorfipabe esta
suerte, Q se expresard como funcion de una variakle digamos.
Q= f(X). Escriba el dominio de esta funcion.

6) Apligue los métodos de las secciones 4.2 y 4.3 para hallar ehvatimo

o el minimo absolutos dd . En particular, si el dominiof es un

intervalo cerrado, entonces se puede utilizar el método del intervalo
cerrado de la seccion 4 (&tewart, 1999p. 310).
Luego resuelve cinco ejemplos diversos con todo detalle:asheegy, graficos, nombre de
incégnitas y variables. Se brindan 36 problemas como ejercitacion mas un proyecto de
investigacion. Termina la seccidn con aplicaciones propias de la economia.
En el libro de Larson y Edwards se resuelven 5 problemagjiagramas, graficos
y en forma analitica. En el momento de la resolucién se define ecuacion primaria
como aquella que brinda la formula que hay que optimizar. No se explicita el

concepto de ecuacion secundaria, pero se usa en la resolucion de los egsnplos:
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aquella ecuacién que relaciona las variables que intervienen en el problema con algun
dato. Luego los autores brindan las siguientes indicaciones:
Estrategias para resolver problemas aplicados de maximos y minimos:

1. Identificar todas las cantidades dagdas que se van a determinar. Si
es posible, elaborar un dibujo.

2. Escribir una ecuacion primaria para la cantidad que se va a maximizar
0 minimizar.

3. Reducir la ecuacién primaria a una que tenga una sola variable
independiente. Esto quizas implique el dscecuaciones secundarias
gue relacionan las variables independientes de la ecuacion primaria.

4. Determinar el dominio admisible de la ecuacion primaria. Esto es,
determinar los valores para los cuales el problema planteado tiene
sentido.

5. Determinar el valomaximo o minimo deseado mediante las técnicas
de calculo estudiadas en las secciones 3.1.4L&arson y Edwards,

2010,p. 219).

La ejercitacion al respecto esta formada por 60 problemas.

4.2.4 Reflexiones
El analisis realizado sobre la ensefianza de la materia Analisis Matematico | en carreras
de ingenieria d&a UNLaM y de dos libros de texto usados en la catedra muestra que la
ensefianza déalculo esta, quizas de a poco y timidamente, cambiando. Pasoua s
sucesion de contenidos formales, demostraciones y gran cantidad de ejercicios rutinarios
con énfasis eel trabajo algebraico a una presentacién en la que, mediante situaciones
cotidianas, se introducen los conceptos. Se busca mostrarlos de mas@raiitiva que

formal, tratando de involucrar diversos registros de representadd@iacanddas
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interpretaciones de los teoremas y propiedades en vez de sus demostraciones, brindando
ejemplos de diversa indole y aplicaciones. Si bien estos rasgodesg@n, resta mucho
por hacer.
Coincidimos con Vrancken (201&nel hecho que la ensefianza del Célcukeriencial
debe propiciar la comprension de los conceptos basicos, disminuyendo la cantidad de
tiempo dedicada a la transmision téenasy al apredizaje de algoritmos y realizando
una seleccion deontenidosninimos indispensables a ser tratados. La propuesta consiste
en involucrar al alumno en actividades que le permitan descubrir conceptos incluidos en
situaciones de cambio cotidianas o referidas a otras disciplinas, para luego en un ambiente
de discusion @n el profesor, se puedan formalizar ideas y profundizdréasapacidad
deinterpretar la relacion entre el signo de las razones de caneliig de la derivada o
raz-n de cambio instant8nea con el comport a
cambo 0 de una funci -n desde di ver sos cont e
representaciorniene como objetivo propician el estudiante condiciones favorables para
poder resolver problemas mas complejos, entre elld3dos

4.3 Analisis cognitivo
En esta seccion estudiamos los procesos cognitivos que estan presentes cuando las
personas asignan y comparten significados usando distintas estructuras y lenguaje
variacional e integrando diferentes representaciones semioticas en el tema que nos
competeen la investigacion. Analizamos el punto de vista del que apneadea la luz
de los resultados obtenidos, poder disefarsitnacion de aprendizagpie promueva la
comprension de los conceptos que intervienen en la resolucion deoR0.indicamos
en diversas oportunidades, los rasgos caracteristicos del comportamiento de funciones de

nuestro interéson: IC, IDy ER.
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Segun Lupiafiez, Rico, Gémez y Marin (2005) en el andlisis cognitivo el profesor debe
estudiar toda la complejidad dgrificados que posee la estructura matematica a ensefiar
desde la perspectiva del que aprende. Es decir, el docente debe describir qué habilidades
y competencias tienen que desarrollar los estudiantes mediante esa estructura matematica,
como asi también guerrores pueden cometer y cuales son las dificultades de aprendizaje
gue hay detras de éstos.

Los autores mencionados distinguen dos componentes en el analisis cognitivo. Una
constituye la partgositiva del aprendizaje: qué es lo que el profesor desealasl
estudiantes sean capaces de hacer a partir de los contenidos ensefiados, cOmo pueden usar
los conocimientos aprendidos y coOmo pueden relacionarlos con conocimientos ya
existentes.

La partenegativase refiere al estudio de los errores que los alurpneden cometer en

la elaboracion de las tareas relacionadas con el concepto en cuestion y el andlisis de las
dificultades que subyacen a esos errores y permiten su interpretacion.

Gomez (2002) indica que el andlisis cognitivo parte de una posicion cinssta del
aprendizaje y que, basado en investigaciones, estudia las dificultades que los estudiantes
tienen con respecto a la estructura matematicalucraday los errores que pueden
cometer cuando abordan tareas quediiyen

Por su parte Cabre2009) explicahaciendo referencia la teoria de la evolucién del
conocimiento de Piagetjuese pasa de un estado de equilibrio a otro por medio de una
etapa de desequilibrio provocadaatrar en conflicto las relaciones que posee la persona
con otrasnuevas, por el intento de coordinarlas. El equilibrio se alcanza de nuevo por
medio de una fase de reorganizacion y coordinacién. De esta manera el aprendizaje no es
un proceso secuencial y en su desarrollo es natural que existan dificultades y obstaculos

gue impiden la apropiacion de un conocimiento.
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El aprendizaje de la matematica origina muchas dificultades en los alumnos. Como
establece Socas (1997) las dificultades se conectan formando redes complejas que se
concretan en la practica en forma de ohgtécy se manifiestan en los alumnos en forma

de errores. Para este autor el error es considerado como la presencia en el alumno de un
esquema cognitivo inadecuado y no solamente como la falta de conocimiento o una
distraccion.

Socas (1997) indica que ldBicultades en el aprendizaje de la matematica son de diversa
naturaleza y las organiza en lineas generales en los siguientes topicos:

V dificultades asociadas a la complejidad de los objetos matematicos,

V dificultades asociadas a los procesos de pensamistematico,

V dificultades asociadas a los procesos de ensefianza desarrollados para el

aprendizaje de la matematica,

V dificultades asociadas a los procesos de desarrollo cognitivo de los alumnos,

V dificultades asociadas a actitudes afectivas y emocional@slha matematicas.
Bachelard (1938, citado en Rico, 1998) plantea la nocion de obstaculo epistemoldgico
como explicacion para la aparicion inevitable de errores que constituye una parte
importante del avance en el conocimiento. Gonz#e$2006) los ceacteriza como un
conocimiento adquirido, no una falta de conocimiento; tienen un dominio de eficacia; son
tenaces y resultan mas resmés cuanto mejor adquirido esté cuanto mejor hayan
demostrado su eficacia.

Si bien estas tres nociones (dificuktad errores y obstaculos) son distintas, no es el
objetivo de la investigacion realizar un analisis exhaustivo de las diferencias vy
clasificaciones de las mismas. Pretendemos estudiar qué errores y dificultades estan

presentes en el proceso de aprendidajdas nociones subyacentes en el analisis de
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funciones para ofrecer a los alumnos nuevas situaciones que los desestabilicen, que
produzcan la reconsideracion o el olvido.
4.3.1 Errores y dificultades en el estudio de funcioes
4.3.1.1Sobre el teorema factual en edstudio de funciones

Uno de los errores presentes en el analisis de funciones es confundir crecimiento con
positividad de la funcién y decrecimiento con negatividad. Marcolini (2003) llama
teorema factual a aquel utilizado por los estudiantes, sin jasidic, que no ha sido
objeto de ensefianza, que se basa en una teoria implicita.
Cardona (2009) establece como teorema factual en el estudio de funciones al siguiente:

é el estudiante cree que cuand@x) >0, entonces las derivadas sucesivas

también son mayores a cero, ahora también aplica para el caso inverso cuando

f(X)<O0, entonces | as derivada-ésimmdei mer a,

dicha funcion son menores que cqro19).
La propuesta didactian la invegacion de Cardonaatade queel estudiante se apropie
del concepto de derivada desde las derivadas sucesivas y no desde la nocion de tangente
o la regla de cuatro pasos. Se aplica un instrumento formado por 10 problemas ya
utilizado en otras investigames y se analizan los resultados en cuatro estudiantes a la
luz del marco tedrico. Una de las conclusiones a las que arriba el autor es que uno de los
obstaculos que interviene en la estabilizacion del concepto derivada a través de las
derivadas sucesigees la aparicion del teorema factual anteriormente mencionado.
Dolores y Guerrero (2004) realizauna investigacion en profesores y alumnos de
educacién media sobre andlisis de funciones. En particular estudiaron IC, ID, puntos
estacionarios, region donde la funcion es positiva, negativa o nula en diversos registros
de representadid En una primera etapa aplican cuestionario a 16 profesores y en una

segunda, un cuestionario a 100 estudiantes cuyos profesorles entrevisidos en la
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etapa previaJna de las conclusiones obtenida es que se observan ciertas tendencias como

la de confundir el crecimiento de una funcidii (X) >0) con su ubicacién en el semieje
positivo de las abscisas, en tanto que el decrecimiento de la funtiéx) € 0) es

asociada con las graficas cuya ubicacién es el semieje negativo de las abscisas. Con mayor
porcentaje (poco mas del 50%) se percibe la tendencia a relacionar la expresion

f'(X) >0 con una gréfica cuyas ordenadas sean positivas, mientras que, aquella funcién
que posea ordenadaegativases asociada con la expresidri(X) <0. Estos autores

concluyen que es probable que esté fuertemente arraigada la idea de asociar crecimiento
conpositividady de crecimiento conegatividadde la funcion.

La tesis de Guerrero (2002¢tie como objetivo explorar como interpretan los profesores

del bachillerato aspectos del analisis de funciones a partir de sus representaciones grafica,
analitica y verbal y el tratamiento y/o conversion entre los diferentes sistemas de
representacion. Unde las conclusiones que extrae el autor es que en la conversion de
registro grafico a analiticmbserva la aparicion del teorema factual anteriormente

enunciado Por otro lado, la expresiof (x+h)- f(x) >0 se asocia con las graficas
donde la funcién epositiva; analogamente(x+h) - f(x) <0 con gréaficas donde la

funcion es negativa.

Marcolini (2003) disefia e implementa una situacion didactica con el objetivo de
resignificar al concepto de derivada a través de las derivadas sucesivas situandolas en el
registro graficoLa serie de Taylor se toma como elemento de prediccion y se trabaja con
problemas contextualizados, principaime sobre movimiento desde IsiEa. Una de

las conclusiones a las que arriba la autora es la presencia del teorema factual. En el caso
del moctlo tratado, se traduce en: si el espacio recorrido es nulo, entonces también son

nulas la velocidad y la aceleracion.
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4.3.1.2 Sobre la busqueda de extremos y la resolucion geoblemas de
optimizacién

Guzmanet al. (2010) y Guzman y Rodriguez (2013) analizan dificultades que
presentan los alumnos del primer afio universitario en la determinacibR de una
funciébn desde la teoria de registros de representacion. En el caso de estas dos
investigaciones se brinda al alumno un problema que consiste en h&Rrdel una
funcién que tiene la caracteristica que, el punto critico de derivada primera cero, también
tiene derivada segundala Los alumnosalculan la derivada, la igualan a cero y, como
criterio para determinar si el punto critico hallado es maxinmiromo o no e€R,
aplican el criterio de la derivada segundas estudiantes no contintan con la ejercitacion
debido a que este criterio no brinda informacion en este Easgeneral responden que
la informaciéndada no es suficiente para establecer si el punto critico e€R.hdna
de las conclusiones a la glieganlos autores es que el alumno opera mecanicamente
ante un problema que contenga la palabra maximo o minimo, sin tener en cuenta lo que
el problemarealmente esta solicitando. En general no recurreegidtro graficopara
corroborar lo obtenido analiticamente, terminando esto en conclusiones incompletas o
erradas. La no coordinacion de los registros algebsambdlicos con efjraficoexplica,
al juicio de los autores, la falta de dominio de los criterios y la debilidad en la
comprension.
Moreno y Cuevas (2004) presentan a alumnos y profesores de nivel universitario dos PO:
uno tradicional y uno no rutinario.nEd primero no se evidencian incomientesen su
resolucion El segundaconsiste en determinar el volumen maximo que se puede obtener
al construir una caja de base cuadrada sin tapa con una lamina cuadrada de 13 cm de lado
donde la base esté formada por una esquina de la lAmina. En lgneossi les

proporciona el dominio de la funcién, asi como también un diagrama de lo pedido. Del
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grupo de 8 profesores el 75% resuelve el problema mecanicamente, obteniendo un punto
critico fuera del dominio y aplican el criterio de la derivada segundapactuir que es
méaximo. Del grupo de estudiantes de maestria (9 ingenieros), ninguno resuelve bien el
problema. Del grupo de estudiantes de ingenieria (los autores no especifican la cantidad),
tresevidenciamue el punto critico esta fuera del dominimeican que el problema no

tiene solucion. Luego se suministra al mismo grupo de profesores y estudiantes, un
cuestionario donde se solicita la definicion HR de una funcién El 90% de los
entrevistados indica que son puntos de derivada cero. Los acbm@&gyen que una
posible causa de la concepcion erronea de maximos y minimos la proporciona Tall (1996,
citado en Moreno y Cuevas, 2004) al indicar que habitualmente el estudiante aprende
rutinas para ser exitoso en los examenes y esas rutinas degaexieosas para responder
preguntas que conceptualmente son desafios. El proceso de instruccion donde mas que
ensefar se los entrena a los alumnos en procedimientos algoritmicos mediante la
memorizacion de definiciones y propiedades, convierte a la mataraa algo rutinario,

sin sentido para el que aprende, lo que conligeacuerdo colos resultados del estudio,

a la mala interpretacion de conceptos importantes.

Baccelli et al(2014) llevan adelante una investigacion con estudiantes de ingenieria con
el objetivo de analizar los obstaculos en la construccion de significados que dificultan la
resolucion de PO. Estas autoras sefialan que en las evaluaciones la mayoria de los alumnos
ni siguiera aborda estos problemas, mientras que los que lo hacen evidencian serias
dificultades en el planteo, desarrollo y verificacién de los resultados obtenidos. Para
evaluar el desempefio de los alumdizsefiany administra un instrumento formado po

dos PO dagls en diferentes registrosapalizan los mismos y los resultados utilizando la
teoria @&l Enfoque Ontosemidtico de la Cognicién e Instrucci@tdvhatica. Segun esta

teoria se dividen los pasos para resolver estos problemas en las llamadases$unc
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semibticas. En este caso son: F1 (establecer la relacién entre las variables intervinientes);
F2 (indicar la funcidn a optimizar en dos variables); F3 (despejar una variable en funcién
de la otra de manera tal que la funcién a optimizar quede egtpresaina sola variable);

F4 (derivar la funcion obtenida en F3); F5 (obtener el punto critico); F6 (criterio para
determinar si el punto critico hallado es oER vy, si lo es, de qué tipo). La mayor
dificultad detectada en la investigacion es en la &mé&3. Las autoras concluyen que

éste es un procedimiento clave para la resolucion satisfactoria de los problemas
planteados. Si el alumno logra este paso, las restantes funciones semibticas se van
estableciendo en forma secuencial, aunque también ed plhocentaje de alumnos que
olvida aplicar un criterio luego de obtener el punto critico.

En otro estudio realizado por Baccelial.(2011) sobre los mismos PO planteados en la
investigacion anterior, ademas de las conclusiones ya expuestas, seeal@anggmn

alumno usa como estrategia de resolucidon un tanteo o tabla. A su vez en uno de dichos
problemas se deboptimizar una funcion cuadratica. Tasl los estudiantes que o
resuelvenaplican mecéanicamente los pasos de derivacion y criterio, ningunsusisa
conocimientos previos para hallar el vértice de dicha parabola y asi resolver el problema.
Malaspina (2007) realiza una experiencia didactica en la universidad en la cual observa
gue alumnos que ya han estudiado los conceptos de maximos y minines@sds de
Calculo Diferencial, al resolver PO usan casi mecanicamente los criterios conocidos de
la primera y segunda derivada sin desarrollar una actitud que conjugue la intuicién, la
conjetura, la formalizacion y el rigor ante otros PO, donde la ddituno radique en
obtener el valor 6ptimo de una funcidon continua definida en un intervalo cerrado y
acotado. Se proponen dB®, uno con variable continua y otro con variable discreta, a

38 alumnos que cursan el segundo o tercer ciclo universitaric estadios de diversas

especialidades de ingenieria y q@eha aprobado el curso de [Célo en una variable
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Se les pide que resuelvan los problemas individualmente y manifiesten en la hoja todos
sus calculos, diagramas o dibujos, tanto posliminares como los definitivos. Para
analizar las producciones de los alumnos se concentran en tres preguntas: ¢halla lo
pedido?, ¢qué procedimiento sigue?, ¢argumenta por qué el valor obtenido es 6ptimo?
Los resultados obtenide®nlos siguientes:

V En el problema de variable continua el 37% de los alumnos so6lo muestra el
resultado, un 29% para el de variable discreta. En el primer caso un 51% indica
respuesta correcta y en el segundo, un 73%. Estos alumnos s6lo dan la respuesta,
no hay procedimientos argumentos en sus producciones. Al ser alumnos que ya
aprobaron un curso d&lculo Diferencial se puede observar que existe una débil
influencia de la ensefianza y el aprendizaje para ir mas alld de una solucion
intuitiva.

V El 55% de los alumnogresentaalgun tipo de formalizacion en el problema de
variable continua y un 24% en el de variable discreta, ya sea con el uso de lenguaje
formalizado y/o uso de argumentos. La solucién ctaraaun PQlebeincluir la
justificacion de que el resultadotehido es 6ptimoperose observa que hay un
porcentaje considerable de alumnos que no lo hacen, sobre todo en el problema
con variable discreta, a pesar de que formalizan. Esto nos lleva a afirmar que se
requiere prestar mas atencion araparacioren ¢ pensamiento riguroso y al uso
adecuado de la formalizacion.

Como resumen sobre los resultados de esta investigacion, la primera conclusion a la que
arriba el autor es que se perciben deficiencias en el uso de proposiciones, procedimientos
y argumentos aksolver loPOpropuestos. La segunda refiere a quenainsuficiencia
especifica de argumentacion radica en la poca presencia de justificacion de que el

resultado es 6ptimo, lo cual es mas notorio al resolver el problema de variable discreta.
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La terera conclusion es queo se observan capacidades para intuir las respuestas
correctas a los problemas propuestqsizas porqueno han sido fortalecidas con
experiencias previas en el empleo adecuado de argumentos, procedimientos,
proposiciones y lenguajermalizado.
Gine de Lera y Deulofeu (2010) realizan un estudio exploratorio con 40 alumnivelde
secwndario con conocimientos sobre derivada y sus aplicaciones con el objetivo de
observar como intentan resolver un PO contextualizado. En particulagssan sobre
coémo el alumno crea un modelo matematico para el abordaje del problema y como
interpretan la solucion obtenida al problema real. Trabajan con dos tipos de problema:
V Problemas tipo 1: faciles de plantear (por tal motivo se marcan en elawnc
los pasos a seguir), pero la interpretacion de los resultados es vital para obtener la
solucion correcta.
V Problemas tipo 2: la dificultad radica en el planteamiento del problema, la
interpretacion del texto es imprescindible para resolverlo.
El instumento para la obtencion de datos consiste en un protocolo con cinco problemas
y un cuestionario. Dentro de los problemas tipo 1, uno tiene la particularidad de que la
solucion es un namero natusaéndoel maximo obtenido en formanalitica un nimero
radonal no naturalEl otro problema tipo 1 es el dado en Moreno y Cuevas (2004), que
tiene la caracteristica que el maximo de la funcion esta en el extremo del intervalo
dominio (es maximo absoluto y no relativo), por lo cual el método de buscar pusto criti
y aplicar algun criterio, falla.
Los problemas tipo 2 son problemas usuales en la literatura sobre PO, uno es extraido de
un texto de nivel medio y los otros dos del examen de ingreso a la universidad.
Los autores analizan las siguientes variables:

V Sabea usar el método estandar (si/no).
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V Plantean correctamente los problemas (tienen una base matematica aceptable:
si/no).

V Interpretan las soluciones (usan razonamientos para contextualizarlas: si/no).
Del andlisis @ los resultados pueden obtetiologias de alumnos cruzando estas
variables. La tipolgia que méas alumnos presentapesa la cual las tres variables
estudiadas estdn ausentes (37,5%). El 40% de los estudiantes sabe usar el método
estandar, el 30% plantea correctamente los problemas 42,5% interpreta las
soluciones.
Los problemas de tipo 1 brindan mas posibilidades de ser abordados de diversas formas,
no siendo imprescindible el método estandar para encontrar la solucion correcta. Estos
problemas son menos comunes en los libeoegtos y no se encuentran en la prudba
acceso a la universidad del luglomde séhacela investigacion. Los autores concluyen
gue el hecho de haber solucionado los problemas tipo 1 es independiente de la base
matematica que tienen los alumnos. Ee esso coinciden con Moreno y Cuevas (2004)
en el hecho que los estudiantes estan entrenados para desarrollar procesos algoritmicos y
cuando se los saca de ese contexto no aplican lo que aprendieron en su clase de
matematica.

4.3.1.3Sobre el concepto de funcién

Cuesta (2007) sefala que las dificultades en el concefR derivan del conocimiento
gue se tiene del concepto de funcidasta el punto de queepropia definicién de funcion
constituye unconflicto en el aprendizaje del mismg&l autor indica que, si bien el
estudiante identifica el concepto de funcién como una relacion entre dos variables, no es
capaz de comprender la regla que domina dicha relacion. Esta falta de comprension se
acentla e contextos concretos. Por ejemplo: un problema presentado en la investigacion

que el autor lleva a cabo trata sobre un ciclista que sube una montafia y se estudia la
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velocidad del ciclista. Para varios alumnos la velocidad no depende del tiempo. Es decir,
no se logra asociar el concepto de funcién con otros conocidos en otros ambitos. El
alumno evoca ejemplos de funciones que les fueron dados desde la instruccién, pero no
desarrolla la capacidad de usar este concepto de una manera flexible en situaciones
conocidas o problemas que forman parte de su experiencia personal.
4.3.1.4Sobre el manejo de poco universo de funciones
Cantoral y Farfan (199&xponergue para acceder al PyLV se precisa entre otras cosas
del manejo de un universo de formas gréficas extenso gnisignificados por parte del
alumno pues el conocimiento superficial de la recta y la parabola no resultan suficientes
para desarrollar las compet@asesperadas en los cursoLddcula Esta afirmacion es
corroborada por Simén y Miguel (2013stosautores realizan una investigacion que
tiene como obijetivo el estudio de la funcion y la informacion que proporcionan sobre ésta
sus derivadas sucesivas y como la articulacion entre ellas ayuda a establecer la nocion de
derivada y favorece el desarrolleldPyLV de los estudiantes. Uno de los resultados que
obtienenes que la mayoria de los alumnos quenuBeersas graficapara trabajar sus
ideas, mestranresultados masxitosos que aquellos que na latilizan. Por lo tanto,
concluyen que, para accedd@rPyLV, es necesario un universo rico de formas graficas
por parte del que aprende.
Por su parte Cardona (2009) establece que una de las dificultades que impide la
articulaciéon de una funcién con sus derivadas sucesivas es gque los alumnos poseen un
escae manejo de universo de funciones: sélo polinomios de grado 0, 1, 2 y 3. Los
estudiantes no aluden a funciones exponenciales, logaritmicas y trigopnométricas.
4.3.1.5Sobre los registros de representacion
En los apartados anteriores ya mencionamos algunas iragstigs que dan cuenta que

la escasa conversion de registros de representacion dificulta el proceso de comprension
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de ER de una funcién. En efecto, los estudiantes usan pocos registros de representacion,
tienen dificultad para expresar relaciones planteagdsrbalmente o en el entorno
geomeétrico en lenguaje algebraico y tienen una manipulacién excesiva sobre la expresion
analitica de la funcién inducida por la necesidad de realizar operaciones con las variables
(Cardona, 2009; Cuesta, 2007; Marcolini, 208Bnén y Miguel, 2013Vrancken, 2011,
Garcia, 2011

Cuesta2007)introduce el ejemplo sencillo de expresar como funcion el costo total de la
compra de libros si cada uno cuesta tres doélares, elesuakuelto por muy pocos
alumnos. Esto implica conv&én delregistro verbal al analiticorall (1989, citado en
Cuesta, 2007) adjudica esta dificultad al curriculo de ensefianza: el alumno esta
acostumbrado a trabajar ejemplos simples, conocen la ecuacion de una recta, pero la
trabajan en general sgontexto. Esto ultimo provoca una dificultad hasta muchas veces
insuperable cuando intentan disefiar una funcién lineal en un contexto econémico, en este
caso.

Una de las conclusiones que extfaeerrero (2002) en su tess la dificultad en la
conversionde registro grafico a analiticevidenciada, por ejemplo, al confundt
crecimiento o decrecimientde unafuncién con el signo de la misma. A su vez en la
construccion de graficas con condiciones dadas en lenguaje analitico, la mayoria de los

profesoresasocia f '(2) =0 con una funcién constante y no conciben la idea de punto

estacionario.

Ariza y Llinares (2009) realizan un estudio sobre la aplicacién y el uso del concepto de
derivada en conceptos de microeconomia en alumnos del bachillerato y del primer afio de
Ciencias Empresariales. A través de tareas y entrevistas estudiaron cémo los alumnos
utilizan los sigriicadosdel concepto de derivada en los registros analitico y grafico

resolver situaciones de economia. Una de las conclusiones extraidas esteus doss

149



estudiantes el predominio del manejo mgjistro analiticoy que un buen manejo de este
registro y @l gréaficogarantiza un mayor grado de comprension y de aplicacioén de la
derivada como concepto matematico.
4.3.1.6Sobre las consignas y el lenguaje cam

Tanto Cardona (2009) como Cuesta (2007) evocan el no entendimiento de las
instrucciones de cada problema matematico y algunas dificultades a nivel aritmético o
algebraico. Algunas expresiones en lenguaje verbal no son comprepadiddss
alumnos, por je e mp éxpresar @l nimero de metros de cerca requerido como una
funcionde | a | ongi t u(Guestagd0070. B24. Pard est® autbrdaktade
comprension de un términoldenguaje corrienterea un conflicten la resolucion de la
tarea einfluye tambiénen la construccion del concepto de funcion. Preguntas como
Afacu8l es |l a m2nima | ongitud deE€uestag20€’a neces
p. 124) no produce en el alumno la idea de hallar el valor minimo de una funcién.

4.3.2 Reflexiones
Cada uno de nuestros alumnos, como todo ser humano, desarrolla a lo largo de su vida y
de acuerdo a su experiencia, una vision del mundo. Se construyen significados para
términos cientificos y explicaones de por qué las cosas se comportasetirminada
manera. Todas estas creencias, teorias, significados y explicaciones son consideradas
comoideas aconcepciones. Reflexionar sobre las concepciones de nuestros alumnos nos
permite crear las condiciones propicias pdeser necesarioambiarés.
Las diversas investagiones analizadas tanto en ep@ulo 2 como en este apartado nos
dan cuenta ddos erroreso dificultadesmas comunes que manifiestios alumnos
participantesobre los conceptos de IC, IDRE la resolucién de PO.
Algunas deestas dificultades estan ligadas a la escasa conversion entre registros y al no

poder contar con la estrategia de obtener diferente informacion sobre el objeto
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matematico en cuestion desde distintos sistemas de represenkjeidplo de este
accionar esentre otrosla aparicién del teorema factual.
Otro punto importante es el concepto de funcion. En general los alumnos no asocian este
concepto a situaciones de la vida cotidiana, lo que les dificulta la modelacién o la
traduccion de un problema en ténes matematicos. A su vez es muy limitado el universo
de funciones que manejan, lo que les impide crear ejemplos y contraejemplos y los limita
a desarrollar un pensamiento variacional, esencial en el estudio del Calculo.
La actitud memoristica ylaecesi dad de tener Arecet aso
problema conduce por ejemploa la falta de analisis de un punto critico en un P® o
considerar como respuesta un vajae no esta en el domingstipulado.
En cuanto a la parte positiva dalalisis cognitivo, es decir, lo que deseamos que los
estudiantes sean capaces de hacer a partir de sus conocimientos previos y de los
contenidos ensefiadog tlesarrollamos en &apitulo 5 referido a lasituacion de
aprendizaje

4.4 Analisis de la componentesociocultural
La dimension sociocultural atiende al ser humano en la construccion de conocimiento
matematico dentro de un determinado contexto social.
Cantoral (2001) estable que la expresion construcciéon social del conocimiento
matematico avanzado es @lnjunto de las interacciones que se establecen entre los
siguientes polosPensamientdMatematicoAvanzadg epistomologia de la matematica
avanzada y las practicas humanas especializadas.
Reconocemosssi la naturaleza de construccion social del conocimiento priorizando la
actividad humana, en contraste con aquellos enfoques que centran su atencion en el objet

matematico en estudio.
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Para atender la complejidad del saber matematico en sus cuatro dimensiones
(epistemoldgica, didactica, cognitiva y social) hay que situarlo en el entorno del aprendiz,
donde se conciben cuestiones como su cultura, sus conocimgnltustoria, su presente

y la propia historia que permiti6 la emergencia de ese saber matemético (Cantoral,
Montiel y Reyes, 20154 esto agregamos que en ese entorno se encuentra el profesor,
quien posee conocimientos y creencias que le dan al sadwdiaglo una determinada
impronta. A su vez de él depende la organizacion de la clase, su dindmica y las actividades
gue en ella se realizan.

Acordamos coiWrancken(2011) quea partir de estos argumentesimportante plantear

una propuestdidacticaentornoa un determinado aprendizaje que se vea favorpoida

la construccion social mediante la interaccion alaloonnoy alumnedocente

En particular para nuestro trabajo debemossiderar la dimension sociocultural en el
sentidode ser un estudio situado en eddartamento déngenieria envestigaciones

Tecnologicagle la UNLaM cuyosalumnosreflejancaracteristicas pactlares
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CAPITULO 5: LA SITUACION DE APRENDIZAJE

En este capituldescribimodos aspectos metodoldgicos de la investigacion, asi como el
disefio de Iaituacion de aprendizagaboradapara cumplir con el esquema enunciado.
Las dimensiones del estudio y el marco tedrico expuestos en los capitulosresiteri
brindan la informacién que sirve como base de su estructuracion y analisis.

5.1Principios metodolégicos
La metodologia para llevar adelante el estudio consta de dos partes. La primera de ellas
toma alguno de los aspectos de la ingenieria didactica esaquema experimental
basado remlliasaciiones d(Adigde 1995 Bstoces cencebie | aul a
disefiar, realizar, observar yaimar unasituacion de aprendizajde los conceptos
involucrados en la resolucion de PO basada en ideas vaalsondada en diferentes
registros de representacion.
La segunda parte examina las concepciones en términos de Sfard dedpsosode I1C,
ID y ER mediante el analisis de los items que conformaitdacion de aprendizajesu
aporte a cada una de dichas concepciones. De esta manera cada equipo que participa en
la experiencia tiene una puntuacion sobre la CO y la CE de los tres conceptos. Con estos
datos efectuamos, a fin de resumir la informacion, un analisis cuantibagealo en la
técnica estadistica denalisis de Componentes Principales
En los apartados siguientes profundizamos las dos etapas descriptas anteriormente.

5.2Primera patrte.

5.2.1 Descripcién general

Consideramos adecuado tomar aspectos de la ingenieria didachoametodologia de
investigacidrya que erla misma se tiene en cuenta la complejidad de los fendmenos que
se dan en el aula y en el aprendizaje de los conceptos mateméaticos de acuerdo a las

caracteristicas socialéel entorno donde tiene lugar.
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El término ingenieria didactica se utilimntocomo metodologia de investigaciGcomo
producciones de situaciones de ensefianza y aprendizaje, conforme mencioné Douady
(1995) d referirse afun conjunto de secuencias de clase concebidas, organizadas y
articuladas en el tiempo de manera coherente pqrafiesoringenierg con el fin de
realizar un proyecto de aprendizaje parawndd aci - n deter fpi6l)ada de
Como metodologidrtigue (1995) indica las cti fases de las que se compone:

V Primera fase: andlisis preliminares.

V Segunda fase: concepcion y analasisriori de las situaciones didacticas.

V Tercera fase: experimentacion.

V Cuarta fase: analisa posterioriy evaluacion.
Los andlisis preliminares tienen que ver con: el contenido implementado en la ensefianza
(dimensiérepistemoldgica), la ensefanza tradicional y sus efectos (dimension didactica),
las concepciones de los estudiantes, sus dificultades y obstaculos (dimension cognitiva),
y las restricciones provenientes del contexto donde se va a realizar la experiencia
didactica. Consideramos que este ultimo analisis se relaciona con una cuarta componente,
la sociocultural, como integradora de las otras tres, completando de esta manera el
enfoque sistémico de los fendmenos abordados.
Gonzlez, A. (2006) sefiala que en esttapa también se establecen las restricciones
particulares, es decir aquellas relativas al contexto en el que se desarrolla la ingenieria.
Las mismas pueden deberse a factores institucionales y a las caracteristicas de lo
alumnos con los que se lleaacdo la experimentacion.
En la segunda fase Artigue (1995) sugiere establecer dos tipos de variables de comando:

V variables macro didacticas o globales, concernientes a la organizacion general de

la ingenieria. Las mismas tienen que ver con las limitacieméscomplejidad de

los contenidos, los sistemas de representacion que son convenientes articular, la
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organizacion de la secuencia de actividades, el uso o no de alguna herramienta
tecnoldgica auxiliar, la resolucion por parte de los alumnos (en fodnadinal
o grupal), en qué momento (presencial, domiciliario), entre otros.
V variables micro didacticas o locales, relativas a la organizacion local de la
ingenieria, es decir, a la de cada sesion o episodio.
El analisis a priori prevé el comportamiento de los alum@msnprende una parte
descriptiva y una predictiva, en las que se analizan basicamente las caracteristicas de una
situacion que se desea constituir y que se va a tratar de llevar a los abemh@stifican
los posibles comportamientos esperados, intentando mostrar en qué medida el analisis
realizado permite controlar su significado (Artigue, 1995)
En cuanto a la fase axperimentacion, De Faria (200&fala que da realizacion de
la ingeniefa conun cierto grupale estudiantes. Esa etapa se inicia en el momento en que
se da el contacto entre el investigagosfesorobservador coel conjuntode estudiantes
objeto de la investigacion.
Por ultimo, el analisis a posteriori y validacion seab@&n el conjunto de datos
recolectados a lo largo de la experimentacion, es decir, las observaciones realizadas de
las secuencias de ensefianza, al igual que las producciones de los estudiantes en el aula o
fuera de ella. Estos datos se completan con afibb=nidos mediante la utilizacion de
metodologias externas: cuestionarios, entrevistas individuales o en pequefios grupos,
realizadas durante cada sesion de la ensefianza, etc.
Valorando el esqguema anteriormente expuesto, en el Capitulo 4 presentamaksiss an
preliminares correspondientes a nuestra investigacion. Brindamos aqui una sintesis de los
mismos:
V En el plano histérico epistemoldgico los problemas de maximos y minimos tienen

larga data. bs primeros ejemplos se abondarincipalmente desde un pta
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geométrico, impidiendo el hallazgo de un método general. La introduccién del
simbolismodafruto en el primer método para calculgR debido a Fermat, pero

éste tiene falencias y sélo trabaja con la condicién necesariacspaticulares.

A partir del Gilculo de Newton y Leibniz y diversos desarrollos posteriores en los

cuales prima el registro analitico, se llega a la condicién necesaria igualando a
cero | a derivada o en puntos derinderi vad
el que hace explicita la condicion suficieateavégle la derivada segunda.

V En el plano didactico en general prevalece la fuerza de la ensefianza algoritmica
y con ella el registro analitico. Gracias a las investigacionegEdercacion
Matematicaesincipiente la introduccion de situaciones de variacion, el desarrollo
intuitivo de conceptos y la visualizacion a través de registro grafico.

V En el plano cognitivo los alumnos evidencian dificultades en el tratamiento y
conversionde registros de represanton yen el manejo de un universo de
funciones necesario para lograr un pensamiento variacional. A su vez la escasa
comprension de las consignas y el lenguaje coman también son impedimentos a
la hora de aprender.

En cuanto a las restricciones particatar el contexto de nuestra ingenieria es el
Departamentale Ingenieria dnvestigacione§ecnologicasle la UNLaM, y la catedr

de Analisis Matematico I, la cualienta cori0 comisiones por cuatrimestkn cada uno

de los cursosrabajan dos profesoreasno de ellos a cargo del mismo y el otro auxiliar

En promedio, cada comisiécuentacon 70 alumnos. Por razones de organizacion
determinamos incorporar la propuesta en la comision a cargo de quien presenta esta tesis,
correspondiente al turno mafiana ynfiada por 66 alumnos. En las demas comisiones se

desarrollan los contenidos de manera habitual.
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Respecto a las caracteristicas de los alumnos en la comisién seleccionada, 28 tienen el
caracter de recursantes y 38 cursantes por primera vez. Los estudieameisron como

minimo un cuatrimestre en la universidad, en el cual algunos cursaron Matematica
Discreta y/o Algebra lineal.

En nuestro caso las elecciones matidActicas se basan en dos aspectos subyacentes: el
matematico y el didactico.

Respecto gbrimero tenemos en cuenta los siguientes topicos:

IC e ID de una funcién.

- Relacion ddC e ID de una funcidnon el signo de la razén de cambio promedio
0 mediaen un intervalo de su dominio
- Relaciondel signo de la derivada primeda una funcion con los IC e ID de la
misma
- ERde una funcion.
- Condicidn necesaride ER: puntos criticos.
- Condicion suficientele existencia defEa través deinétodo decambio de signo
de la derivada primera de la funcion.
En el aspecto didactico dis®mos cada actividad de forma tal que el alumno pueda
interactuar con la misma y pueda recurrir a sus conocimientos previos. La interaccion
tiene como objetivo la construccidn de nuevos conceptos por parte del estudiante, los
cuales sirven para revisar lasteriores. El trabajo por parte del alumno debe ser lo mas
auténomo posible e inducir a la aceptacion de la responsabilidad que se le da.
A su vez tenemos en cuenta que pararaefianza de los conceptos del Calculo
Diferencial desde el punto de vistal ®yLV es preciso transitar por diferentes registros

y contextos. Por tal motivo las actividades se presentan en diversos registros y requieren
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el tratamiento en el mismo sistema o la conversion en otro y se refieren a situaciones de

variacion de diferemtindole.

Con respecto al trabajo en clase, Artigue (1999, citado en Gon&4l2206) sefiala que

la discusion grupal es util y que el juego colectivopicia encontrar soluciones en un

tiempo razonable. El trabajo en conjunto promueggularidades que quizds no

aparezcan en el trabajo individual de los alumnos. De alli que organizamos el trabajo en

equipo de dos personas Yy luego del tiempo estipulado, una puesta en comdn en la que

participan todos los alumnos y esta guiada por la de@oargo del curso y autora de la

tesis.

Las elecciones locales de la ingenieria didactica corresponden a la descripcion de cada

sesion o episodio de la situacion disefiada, las cuales brindamos en el apartado siguiente.
5.2.2 La situacion deaprendizaje

Para llevar a cabo kxperienciaes necesario elaborar usituacion de aprendizajes

decir, un conjunto de secuencias de clase disefiadas, organizadas y articuladas en el

tiempo con el fin de realizar un proceso de aprendizaje ypagrupodeterminadade

alumnos.En nuestro caso pensamos el proceso de aprendizaje como un proceso de

construccion de significados de una nocion o nociones (Gonzalez, é08aal se

encuentra dentro de una situacion especifica en un contexto determinadaqueifos|

participantes tienen la oportunidad de interactuar.

Si bien Cabrera (2009) llanstuacion de aprendizag aquella situacion problematica

gue nos permite favorecer el desarrollofteceso de aprendizajeara nosotros implica

una planificaciormas compleja. Unsituacién de aprendizags un disefio didactico que

involucra las actividades que realizan los alumnos, su organizacién, su puesta en marcha

y su finalizacion.
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Engler (2014) sefiala que usd@uacion de aprendizajgd e be ser eot endi da
disefio didactico intencional que logre involucrar al alumno en la construccién de
conocimientoodo (p. 183). qgReesunespaciqpdaentuentrésar c 2 a
entre los alumnos y el profesor en el cual se coordinan acciones a travgsakesao de
interpretacién/comprensién logrando construir significados que comparten.
La actividad que forma parte de usituacion de aprendizaje es cualquier actividad
dentro del aula. Esta debe comprometer al alumno en un rol activo provocando en él un
desafio que pueda resolver por si mismo. El estudiante tiene que entender la actividad
planteada, las variables que intervienen y sus relaxipae poder formular un camino
de solucién sobre la base de sus conocimientos previegubaion de aprendizajebe
lograr que el alumno sea capaz de explicar los resultados obtenidos o justificar la solucion
encontrada. En algunos casos se puedeepgoiar también una etapa donde los
estudiantes y el docente realicen la institucionalizacion de las nociones construidas. Esto
ultimo depende de los objetivos que se deseen alcanzar con la situacion disefiada.
Desde el disefio de fatuacion de aprendizage debe conseguir que el alumno enfrente
la actividad y que pueda producir una solucion de la cual sea capaz de dar explicacion o
justificacion de cémo fue obtenida.
Cordero (2000, citado en Cabrera, 2009) explica que el conocimiento que se quiere que
los alumnos aprendan a través de gitaacion de aprendizagebe aparecer como el
instrumento necesario para adaptarse al problema planteado.
Corrales (2002, citado en Engler, 2014) definesittecion de aprendizajke la siguiente
manera:

Situacién de prendizaje es el estado, condicién o disposicion (colocacién) de

una persona que espera lograr un aprendizaje. Implica el reconocimiento de

un estado inicial a partir del cual la persona ha de realizar un proceso de
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transformacion hasta alcanzar un nuegta@o, en relacion con su saber
conceptual, su saber procedimental y su saber actitudinal. Desde esta
perspectiva disefar situaciones de aprendizaje implica el disefio del punto de
partida, el punto de llegada y el proceso que se ha de recorrer paraitograr
aprendizajép. 183).
Entonces todaituacion de aprendizajeonstituye un medio para llevar adelante un
proceso de aprendizaje, una construccion de significados. El disefio parte de describir los
conocimientos que tienen los alumnos al momento de adaliy el aprendizaje que se
quiere lograr con la misma. También incluye analizar las posibles acciones que realiza el
estudiante para generar el proceso de aprender.
Unasituacion de aprendizagsta formada por una secuencia de actividades articuladas
entre si a través de las cuales el alumno reconoce sus conocimientos previos, los amplia,
despliega habilidades y actitudes, descubre estrategias de solucion, brinda y recibe
propuestas de parte de sus comparferos y del profesmituaaion de aprendizaje
fomenta el trabajo independiente en un ambiente colaborativo, el alumno debe estar
predispuesto a intercambiar ideas con sus compafieros, fundamentar las propias y recibir
o solicitar orientaciones de parte del profesor. EI docente no solamente partieipa en
momento del disefio, sino también de su puesta en marcha, implementacion y
finalizacion. De esta manera puede observar la construccién del conocimiento por parte
de los alumnos.
En el disefio de lsituacion de aprendizapeopia de nuestra investigacitoman un papel
importante los analisis preliminares en todas sus dimensiones: higpratemoldgica,
didactica, cognitiva y social presentados en el Capitulo 4.
A su vez enfatizamos los diversos elementos a tener en cuenta cuando nos referimos a

unasituacion de aprendizajéa redaccion de las consignas de cada tarea, los objetivos
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propuestos en cada una de ellas, la labor de las profesoras durante la pes=stagn

las posibles acciones de los alumnos.

El disefio de las actividades propiamentdadies uno de los momentos mas importantes

ya que, mediante la interaccién con las mismas, los alumnos pueden adquirir o no los
conocimientosde acuerdo cofos objetivos planteados. Estas actividades forman una
secuencia, es decir, no es un conjunto deataaisladas. Estan organizadas de forma tal
gue el orden responda a ciertos propdésitos y su complejidad esté graduada de modo que,
al transcurrir por ella, el alumno pueda trabajar con conceptos, procedimientos y
propiedades para construir el conocimiemt@tematico que pretende el docente
(RodriguezBarreiro, Leonian, Marino y Pochul@016).

Dado que todaituacion de aprendizajearte de los saberes previos que tienen los
alumnos y tienen como objetivo construir conocimiento a través de las actividades
involucradas en la misma, disefiamos dos tipos de actividatdessque llamamosle
exploracion y de descubrimiento. Consideramos

Actividades de exploraciérson aquellas cuyo objetivo es indagar qué sabe el alumno
sobre un determinado tema, ya sea desde sus ideas intuitivas como desde sus
conocimientos previos. Nos daran una vision general, el punto de partida del proceso de
apremlizaje para luego, mediante las actividades de descubrimiento, trabajar sobre los
conceptos involucrados y sus relaciones.

En nuestro caso estan referidas a funcion, derivaBa,|l€ e ID de una funcion.
Estudiamos el concepto de funcion y de derivadaales punto de vista variacional.
Segun Cuesta (2007) las dificultades del aprendizaje del conceptB derizan del
conocimiento que se tiene sobre el concepto de funcion, de alli nuestro interés por indagar

sobre el mismo. El concepto de derivada @xcjgral en lasituacion de aprendizaja
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gue ésta se basa en reconocer puntos de derivada positiva, negativa, cero o de no
existencia y de alli relacionar con el crecimienttiecrecimiento de la funcion.

También estudiamos las ideas intuitivas de magjmanimos, IC e ID. Estos conceptos

no se definieron formalmente en el curso antes de estas actividades. A su vez presentamos
el planteamiento de un PO simple para estudiar las estrategias que utilizan los alumnos
para resolverlo.

Actividades delescubrimientoson aquellas que se organizan pensando en el proceso de
aprendizaje como proceso de construccion de conocimiento. Buscan despertar en el
alumno la curiosidad, que sea capaz de establecer relapmna@sformandose la idea

de los nuevosanceptos, propiedades y correspondencias que dan solucion a la situacion
planteada. Las producciones de los alumnos constituyen la base de donde parte el docente
para formalizar contenidos, propiedades, etc. Pretendemos que a partir de situaciones de
cambb en diversos contextos el alumno pueda relacionar la derivada positiva con el
crecimiento, la derivada negatiean el decrecimiento.ds tareas conducen a analizar

gue en todos los valores de la variable independiente donde la recta tangente a la grafica
es horizontal o no existe, tal vez existebithde la funcion. A su vez los alumnos dan los
primeros pasos en la resolucion de PO. Entonces el disefio globakitigataon de

aprendizajees:

Actividades de exploracion

Conceptosinvolucrados: faciéon, IC, 1D, maximos VY|

Grupo 1 minimos.

Conceptos involucrados: derivada de una funcion e
Grupo 2 punto, desde su interpretacibn geométrica y ¢

velocidad instantanea.

Actividades de descubrimiento
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Conceptosnvolucrados: relacion entre el crecimient
Grupo 1 decrecimiento de una funcién y el signo de la prin
derivada. Introduccién de puntos de derivada cero.

Conceptos involucrados: puntos criticos, método
Grupo 2 B
hallar ER de una funcion.

Grupo 3 Concepobs involucrados: PO

Tabla 4. Disefio global de &tuacion de aprendizaje

En la elaboracién de las actividades que forman parte ditulzcion de aprendizaje
pretendemos abordar el tratamiento matematico presentando problemas basados en
modelos que describen variacion y cambio en distintos contextos. A partir de las
concepciones de los estudiantes y mediante situaciones en las que esta involucrado el
cambio inentamos que prosperen y se trabajen las ideas variaciohal@si0os como

guia, en la elaboracion propiamente dicha de las consignas, los trabajos de Vrancken
(2011), Cuesta (2007), Garcia (2011), Dolores (2000), Engler, Miller, Vrancken y
Hecklein 007) Engler et al(2003) y los libros de Stewart (1999) y Thomas (2006).
Cuesta (2007) recomienda gestionar la ensefianza y aprendizaje aprovechando el
conocimiento inicial del estudiante, asi como la utilizacién de modelos matematicos para
indicar relacionesque se establecen en diversas disciplinas. De esta manera las
actividades parten de la interpretacion de gréficas y tablas, de ideas intuitivas de
fendmenos de cambio, de conceptos de funcion y derivada, sus formas de representacion
para llegar a los corptos de R de una funcion e IC e ID.

Las actividades se presentan en diversos registros y requieren tratamiento y conversion
entre los mismos. Como sefdlaancken(2011) das tablas, gréaficas, expresiones en
lenguaje coloquial yepresentaciones algebraicas, que contienen la misma informaciéon
ponen en juego diferentes procesos cognitivos, relacionados entre (sip). Lasl 0 6

representaciones gréaficas potencian la visualizacion y se relacionan con la geometria. Las
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tablas hacen vile los aspectos numeéricos y cuantitativos, en tanto que las expresiones
analiticas o algebraicas conectan con la capacidad simbdlica y se vincula con el algebra.
La representacion verbal se entrelaza con la capacidad linglistica y es béasica para
interpretar y relacionar las anteriores (Carabus, 2002).

En la siguiente tabla explicitamos la estructura generalsirulzcion de aprendizaj&n

la primera columna describimos cada grupo de actividades. En la segunda explicamos

sintéticamente el tipo de probda, el registro en el que esta dado y los conceptos

intervinientes:

Actividades de exploracion

Grupo 1. Primera sesion de trabajo
Fase de:
conocimient

Dhdagacion sobre

Actividad 1 Problema de velocidad dac
en registro numérico Intervienen e
concepd de funcion, IC, ID, cambios

relacion del signo del cambio con IC e

previos: concepto de funcidon en conte
intervalos de positividad y negatividad.
CExploracion sobre ideas intuitivas de |
ID, maximos y minimosen contexto.

CEstudio de las estrategias de resoluc

Actividad 2 sobre |

temperatua de una region dado eggistro

Problema

gréfico. Intervienen concepto de funcig
Intervalos de positividad y negativida

IC, ID, maximos yminimos

de un PO simple que no requiere el usq

derivada.

Actividad 3 PO sencillo sobre un table
eléctrico en el que se usa una func

cuadratica para su resolucion.

Grupo 2. Segunda sesion de trabajo.
Fase de:

Dihdagacion sobre conocimient
previos: el concepto de funcion, razof

de cambio, iterpretacion geométrica (

Actividad 1 Intervienen el concepto ¢
funcion desde etegistro graficoy el de
derivada como pendiente de la re
tangente a la grafica de una funcién en

punto.

la derivada y
la velocidad de un cuerpo como deriva

de la funcién espacio recorrido.

Actividad 2 Intervienen el concepto ¢
funcion desde efegistro analitico el de

velocidad mediay el de derivada com
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velocidadinstantaneae un objeto quse

mueve.

Actividades de descubrimiento

Actividad 1 Relacién entre IC e ID vy ¢
signo de la razén de cambio promedio b
contexto de las ganancias de una emp

enregistro numérico

Grupo 1. Tercera sesion de trabajo.
Fase de:

D@rientacién hacia la construccién de
relacion entre IC e ID con el signo de

razon de cambio promedammediay a la

Actividad 2.Relacién entre el signo de
derivada (velocidad) y los IC e ID ba
contexto fisico (movimiento de ur
particula) analitico

en registro

Surgimiento de la nocion deR.

relacion del signo de la derivada primé
conlIC e ID.

Actividad 3. Relacion entre el signo @
derivada (como pendiente de la re
IC e ID,

Surgimiento dé=R con derivada cero.

tangeite) e sin  contextq

Conclusiones sobre el trabajo realizadg

Actividad 1.Relacion entre el signo de
derivada (velocidad) y los IC e ID de
funcion en contexto y enregistro analitico

Surgimiento de un maximo relativo.

Grupo 2. Cuarta sesion de trabajo.
Fase de

DZOrientacién para la construccion ¢
concepto de punto critico y de
obtencion de unmétodo para halla

MAaximos y minimos.

Actividad 2.Relacion entre el signo de
derivaday los IC e ID de una funcion €
contexto sobre la concentracion de
droga en sangre, eregistro gréafico Y
analitica Surgimiento de un maxim

relativo.

Actividad 3.Relacion entre el signo de
derivada y los IC e ID de una funcion
contexto de gaancias de una empresa,
registro grafico Surgimiento de ul
maximo relativo sin derivada y un minin|

relativo con derivada.
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Conclusiones sobre el analisis realizad

Actividad 1.PO guiado paso a paso sol
la fabricaciébn de una caja de cartdén
Grupo 3. Quinta sesion de trabajo. mayor volumeren registro verbal

Fase de Actividad 2.PO enunciado sin una guia
DQ2rientacion para laesolucion de PO | resolucién sobre el disefio de unalabn
de indagacién sobre la resolucion de B volumen dado usando la menor cantig

de material posiblen registro verbal

Tabla 5. Estructura general desltuacion de aprendizaje

5.2.3 Laimplementacionde lasituacion de aprendizaje
La experiencia acontece en el segundo cuatrimestr@idelen los horarios en que los
alumnos tienen clase de Aisd Matematico. De esta manegarantizamos que la
componente social se manifieste en todo este estudio debido a que consideramos las
cualidades de la institucion educativa donde se generald¢pray se lleva adelante la
experiencia. Valoramos ademas las condiciones en las que los alumnos estan
acostumbrados a trabajar, los aspectos culturales relacionados con hechos cotidianos de
la vida universitaria, costumbres, modos de interaccion entes paon sus docentes.
Los contenidos que desarrollamos en la asignatura previos a la experiencia son funciones,
limite y continuidad, derivada y diferencial. Asimismo, los estudiantes presentan dos
actividades domiciliarias en equipos de dos persomasreferida a funciones y otra a
limite funcional. La primera trata sobre funciones como modelos matematicos.
Solicitamos el dominio y la imagen bajo contexto de dos funciones, la variable
dependiente y la independiente, cambios de la variable dependére otras
cuestiones. & segunda actividadvolucrael concepto de limite en registro grafico y con
una situacion en la que semprendeitos conceptos de velocidad media e instantanea de
un cuerpo que se mueve dada su funcién espacigiterd.os eninciadosse encuentran

en el Anexo 2.
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No presentamos el andlisis de los resultados dado que los temas no son el centro de interés
de la investigacion. El propésito de dichas actividatessiste en que los alumnos se
conozcan, que establezcan cegakl campafero con el quarmarel equipo de trabajo
gue luego debe continuar a lo largo de la experiencia propia de nuestro estudio y que se
habitien a la presentacion de trabajos.
Todas las sesiones manggnla misma modalidad.os alumnos se agrupan equipos
de dos personasrealizan dos producciones iguales. Al finalizar el tiempo destinado a la
resolucion las profesoras retiran una produccion y la otra queda en poder de los alumnos
para la discusion grupal. Las actividades se elaboran a carpetdacdos alumnos no
pueden consultar apuntes de clase o bibliografia. Permitimos el uso de calculadora,
celular o Tablet como herramienta de trabajo

5.2.4 Elrol de las profesoras
Antes de poner en escenasiuacion de aprendizagstablecimos la manera dealiear
la participacion de las docentes del curso. Esta depende del momento de la sesion de
trabajo.
Debido al caracter social de la construccién del conocimiento, y acorde con los propdésitos
de la investigacion, las actividades propuestas a los alumitisyeén momentos
diferenciados.
En una primera instancifbs alumnos se enfrentan a un problema propuesto, se
familiarizan con la tarea, consensuan y formulan una estrategia de trabajo para llegar a
una solucion. Enesta situacionlas profesoras actlan conorienadoras y como
observadoras de la actividad de los equipos. Es decir, la estrategia de observacion es
participativa, permitiendo a las docentes intervenir coralosinosatendiendo a sus
preguntas previo consenso entre ambas sobre en qué aspeirbs srientar y en cuales

no. En lo posible las dos docentes deben tomar nota de toda la puesta en escena, prestar
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atencion a las intervenciones de é&sfudiante® de la otrgorofesoraa las dudas que
surgen, las preguntas, las respuestas y las eiclaes realizadas para el grupo en general,
entre otros.
Luego del tiempo establecido para la resolucién de las actividades establecemos un
momentoen las que se socializan los resultados obtenidos buscando lograr consenso. Es
la puesta en comun de todottabajado previamente y estd a cargo de la docente autora
de esta tesis, quien solicita las diferentes estrategias utilizadas, las cuales son discutidas
por el grupo en general. Propicia la participacion de todos los equipos, enfatizando la
justificacionde las respuestas. Genera interrogantes, desafios, contradicciones, con el fin
de permitir la construccion paso a paso del cotaceatematico puesto en juego.
Como Uultima instanci@n algunas sesionesdg acuerdo coifa puesta en comun, la
profesora a ago formaliza conceptos matematicos, sus propiedades y relaciones.
Durante lapuesta en comun y formalizacion de concepéoslocentecolaboradora
continua con su rol de observadora tomando nota de todo lo que sucede en el aula. Las
observaciones deben legar principalmente la profundidad de la discusion grupal, la
participacion de los alumnos, la manera de justificar sus afirmaciones y las intervenciones
de la otra docente. También debe registrar si los estudiantes se dispersan o atienden a lo
gue se esthaciendo, si hablan, murmuran, etc.

5.2.5 Analisis a priori
En este apartado efectuamos una descripcion general de cada sesiahagte gue
incluye las actividades a realizdas dificultades que se prevérag acciones esperadas

por parte de logstudiantey delas profesoras
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5.2.5.1Sesion 1. Actividades de exploracion. Grupo 1
Prevemos una duracion @B minutos para la presentacion de la experiencia, dos horas y
15 minutos de resolucion por parte de los alumposa hora y media para la puesta en
coman.
Es importante dejar en claro que en esta etapa presentamos el tema e intentamos lograr la
predisposicion de los estudiantes a la aceptacion de la forma de trabajo. No efectuamos
un repaso en el pizarrdn ya que el proposito es analizar qué salsnno®ssobre
determinados conceptos y qué ideas intuitivas tienen sobre Btmosjemplo, hasta el
momento de realizar estas actividades no dimos en clase la definicion formal de
crecimiento y de decrecimiento de una funcion, aunque intuitivamentenitablde
funcion creciente para una funcion exponencial con base mayor que uno o decreciente,
para una funcion exponencial con base menor que uno. En este momento del cursado de
la materia ya se desarrollaron los temas correspondientes a las unidadesodesunc
de limite funcional.

Las orientaciones que brindamos en el momento de resolucién son minimas.

Actividad 1. En la tabla siguiente se muestrasédocidad (en km/h) de un automo
gue viaja sobre una rutdos resultados se registraron cadadia hora desde U
instante inicialt =0 (en el que el auto ya estaba en movimiento) y durante 3 ho

viaje.

t(horas)| O 0.5 1 1.5 2 2.5 3
v(t)

(km/h)

80 85 70 90 90 100 110

a) ¢Cual es la variable dependiente y dadhdependiente?
b) ¢En qué intervalos de tiempo la velocidad aumentd?

c) ¢En cudles disminuyd?
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d) ¢En qué intervalos la velocidad no cambi6?
e) Calcular los cambios da velocidaden intervalos denedia hora
f) ¢Qué se puede observareérigno dda cantidad que representa el cambio

cada una de las situaciones anteriores?

La consigna esté inspirada en dos problemas: uno propuesto por Vranckery @04 1)

por Garcia (2011). En esta actividddindamosla velocidad de un auto (variable
dependiente) que recorre una determinada ruta en un inten@lodes. La misma tiene

como objetivo determinar los intervalos donde la variable dependiente crece, decrece o
no cambia desde ekgistro numéricoLos alunnos para resolverla pueden hacerlo
directamente desde la tabla o realizar un gréafico de la velocidad en funci@mybely

guiar la respuesta a partir del mismo. Es decir, pueden efectuar un tratamiento en el
registro numérica hacer una conversion edgistro graficoy contestar las preguntas
desde este ultimo.

Luego solicitamos el célculo de los cambios de velocidad en intervalos de media hora
para que relacionen el crecimiento o decrecimiento con el signo de los cambios de la
variable dependiente. psobable que el alumno no recuerde el calculo de cambio como
la diferencia entre la imagen de un estado final y la imagen en un estadoduidimos

dar la férmula si los alumnos lo demandan.

Quizas la ultima pregunta requiera algun tipo de orientgo@eonalpor parte dda
docente o qua mismaenfaticeal grupo en generajue se deben relacionar el signo de
cada cambio y el crecimiento o decrecimiento en ese intervalo. Consideramos que es una
actividad sencilla, que salvo este Ultimo itexm va atraer inconvenientes en su

resolucion.
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Actividad 2. Los constructores de un oleoducto en Alaska necesitaron constry
cubierta aislante para la tuberia para evitar que el calor derritiera el suelo con
Para disefiar esa cubierta fuscesario tomar en cuenta la variacion de la temper
del aire durante el afio. De acuerdo a los datos experimentales se pudo hacer
con la siguiente curva que expresa la temperatura media del aire en cada dia

(en grados centigrados):

T.media(C")

T T e e

a) ¢En qué momento del afio la temperatura es positiva? ¢Y negativa?
b) Determinar los intervalos de tiempo donde la temperatura crece

c) Determinar los intervalos de tiempo donde la temperatura decrece.
d) ¢Existe algun dia del afio donde la temperatura no varia?

e) ¢En qé momento del afio la temperatura fue maxima? ¢Y minima?

En este caso brindamos una funciomesgistro graficaque modela la temperatura en una
determinad ciudad en funcion del tiempo dado en diEedimos, ademas de los IC e ID
como en laactividad anterior, los intervalos de positividad y negatividad de la funcién,
asi como también susREEI dato y la grafica es una adaptacioén a nuestro contexto de un
problema presentado en el libro de Thomas (2Gféhdolas preguntas de elaboracion

propia.
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De acuerdo a lo estudiado en el andlisis cognitivo, diversas investigaciones dan cuenta
gue es usual que el alumno confunda crecimiento con positividad y decrecimiento con
negatividad, por esta razéolicitamostodos los intervalos.

La pregunta sobre sixiste algun dia del afio donde la temperatura no varia puede traer
inconvenientes de interpretacion. La intencién es observar puntos de derivada cero (en
este caso alos 30 dias y a los 210 dias). Quizas los alumnos entiendan que deben encontrar
un intervdo donde la funcién es constante y por lo tanto contesten que no existe tal
mo ment o. Decidi mos brindar s-lo |l a orientai
d2ao deter minado.

La funcion tiene un maximo absoluto y relativo (a los 210 dias, 15°C dertatmz) y

un minimo absoluto y relativo (a los 30 did%°C de temperatura). Hasta este momento

no se definieron estos conceptos, queremos indagar qué interpretan los alumnos cuando
se solicita la mayor y menor temperatura. Pensamos que una posibkstagpor parte

de los estudianteabrindar solamente los valores de mayor temperatura (15°C) y menor

(-15°C) sin indicar en qué dia del afio esto se produce.

Actividad 3. Pablo esta trabajando para una compafiia que tiene que disefiar un
eléctrco de forma rectangular al que hay que rodear de una cinta aislante que
metros de longitud. ¢ Cudles seran las dimensiones del tablero si le pidieron a P

use toda la cinta aislante y que tenga la mayor area posible?

Este es un problema tipico de optimizacion que encontramos en la bibliografia, adaptada
la consigna a estudiantes de ingeniddiantro de las tres actividades suponemos que es
la que mas tiempo vy dificultad trae a los estudiantes. Si bien la funciétanésipara

resolver el problema es una funcion cuadratica, el conflicto para el alumno radica en
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formular el area del tablero en una sola variable y luego identificar que debe buscar el
méaximo (vértice de una parabola en este caso) de esa funcion.

Cabe alarar que en la guia de trabajos préacticos del tema funciones hay un ejercicio que
pide escribir el &rea de un rectangulo de perimetro 20 cm en funcién de uno de sus lados
y otros similares, los que pueden ser de ayuda para encarar esta tarea.

Esprobableque la mayoria de los equipos no resuelva en su totalidad esta actividad, que
dejen planteada solamente la funcién area y/o el perimetro del rectangulo sin poder lograr
escribir la funcién a optimizar en una sola variable. Por propia experiencia sabe&mos qu
es pocdrecuenteque realicen una tabla de valores con diferentes medidas de los lados
para estimar la solucioen forma numérica para interpretar el problema. Resolvemos

no orientar a los alumnos para poder explorar qué estrategias usan y hastatqué p
pueden resolverlo.

Una vez concluido el periodo establecido para la resolucion de las activithdes,
profesom a cargoorganizala puesta en comurResuelvelas actividades 1 y 2 en el
pizarron a través de las respuestas de los estudiantesmivi@i pizarrén en dos partes,

una por actividad

En la actividad 1 puede suceder que los alumnos no hayan calculado los cambios de la
velocidad en los intervalos indicados o que, si lo realizaron, no pudieron relacionarlo con

el crecimiento o decrecimientde la funcion. Ya que el concepto de cambio es

fundamental,la docente enfatiza en el pizarrdov =V(t,) - V(t,), indica todos los

valores obtenidos en este caso y los relaciona con el crecimiento y decrecimiento desde
elregistro numéricoeforzandolo comn grafica La consigna no pide la conversion, pero

puede darse que algun alumno lo realice.
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t
(orasy| © | 05 | 1 15 | 2 25 | 3
v(t) 80 | 85 | 70 | 90 | 90 | 100 | 110
(km/h)

En [0, 0,5 Dv=85- 80=5km/h
En[0,5,1] Dv=70- 85=- 15km/h
En|[L15] Dv=90- 70=20km/h
En[15, 2] Dv=90- 90=0

En|[2, 2,5 Dv=100- 90=10km/h

En[25,3] Dv=110- 100=10km/h

whkm/h)

A
100}
80

ool
Wt

W

Y

1.0 I3 20 23 30
La docente resume quelaifuncion velocidad crece el camlas positivo, sdecrecees
negativo ysies constante el cambio es nulo.

En el caso de la actdad 2, con la ayuda de los alumnizsprofesoraesponde quéa

temperatura en Alaska es negatigab@jo cero) en los intervalc[@, 120) y (300, 36@
yqueh temperatura es positi \(120,3()Q).A§usvezbar e cero
temperatura aumenta ¢80, 210) y disminuye en los intervalo®, 30) y (210, 365).

También solicita las respuestas de los valores maximos y minimos, y del o los dias en los

gue la temperatura no varien todo momento relaciona los aspectos numéricos, graficos
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y analiticos de los conceptos involucrados y destaca los aspectos vargc@nias dos
actividades.

Luego de resolver las dos primeras actividadedeBrenlos siguientes conceptos:

f es estrictamente creciente @m b) U (x, <x, Y f(x)<f(x,)" x X, | (ab))

L f) \

‘bx

La profesora dejemplas de funciones conocidas egistros analitico y grafico

f:R- RT/f (X) = €*es creciente en todo su dominio.

h:R" - R/ f(x)=Inxes creciente ef0, +1).
g:R-{0}- R-{0}/g(x 2%( es decreciente et 5§0) y también lo es ef0, +1).

i:R- R/f(x)=x? es decreciente e @, 0)y creciente er{0, +2 ).
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p:R- R/p(X)=mx+b (m, 0) es creciente en todo su dominio Bi>0 y
decreciente en todo su dominiorsi< 0.

Respecto anaximos y minimosle una funcion, hasta el momefieron trabajados los
conceptos dendximos y minimos en funciones sencillas (polinbmicas, trigopnométricas)
pero sinddfinirlos formalmente. En este momeitaaocente da a conocer las definiciones
deER y extremosabsolutos yas diferencias entre cada caso:

Diremos que el puntdM (k, f (K)) es unméaximo absolutale la funcién f siy solo si
f(x) ¢ f(k) " xI D,.Observemos que laimagen Be k es mayor o igual que todas

las imagenes, estamos mirariddo el dominio de la funciée manera analoga diremos

que el puntoM (K, f(k)) es unminimo absolutode la funciéon f si y solo si
f(x)2 f(k) " xI D, . Observemos que la imagen de=k es menor ogual que

todas las imagenes, estamos miratadio el dominio de la funcién

Por ejemplo: la funciérf : R- R/ f (X) =- x? +4 tiene un maximo absoluto €8, 4)

y no tiene minimo absoluto.

La funcién g [ 1, + )a R/ g(X Ex 1 tiene un minimo absoluto e(n 1 O) y no
tiene maximo absoluto:
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y=Yx+1

-1 1 2

La funcion h: R- R/h(X) = x* - 2x* - 1 tiene dos minimos absolutos énl,- 2) y
(1- 2)y no tiene maximo absolutoalprofesom hace notar que el punt®,- 1) no es
maximo absoluto ya que existen valores del dominio para los cuales la imagen supera el

valor-1.

-2

La funcién arco seno tiene un minimo absol(#d, - p/2) y un maximo absoluto en
Lpl2):
15A

10

05

v
x

-10 -05 05 10

-05

-10

-15

177



La docente eanudaa actividad 2, con un maximo absoluto (10,15 C) y minimo

absoluto er(30, - 15 C):

T.media(C")

e e . .S

Da el ejemplo de una funciébn que no tiene maximo absoluto ni minimo absoluto:
f:R- R/f(X)=¢".
La docenteetoma el grafico de la funciéh y en el mismo, el punt(ﬁO, - 1). Explica

gue, si bien este punto no es maximo absoluto, su imagemesgde en un entorno del
mismo. Surge la nocién de maximo o minimo relativo:

Diremos que el puntdM (K, f (k)) es un maximaelativo o localde la funcionf siy

solo si existe un entornde X =k, que llamaremosE(k), totalmente incluido en el

dominio de f, en el cual se verificaf (xX) ¢ f(k) " xi E(k). De forma analoga:

diremos que el puntd/ (k, f (k)) es un minimaelativo o localde la funciénf siy

solo si existe un entorno de=k , que llamaremosE(k), totalmente incluido en el
dominio de f , en el cual se verificaf (X)2 f(k) " xI E(K).
Llamamosextremoabsolito (o relativo) de una funciérf a un punto tal que es un

maximo o un minimo absoluto (o relativo) de
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La profesoraegresa dos ejemplos anteriores: la funciéh tiene maximo relativo (y
absoluto) er{0, 4). La funcién g no tieneER. La funcionh tiene en(- 1- 2) y (1- 2)
minimos relativos y absolutog,- 1) es maximo relativo. La funcién arco seno no tiene

ER. En el caso de la funcion que modela la temperatura en Alaska de la actividad 2, los

extremos abdotos son tambiéBR. Da el siguiente ejenq: f :[- 2,4] - R/Iy=1(X)

Esta funciértiene un maximo absoluto (y no relativo) gh 20) ; maximo relativo (y no
absoluto) en(0, 4) , minimo relativo (y no absoluto) €2, 0) y minimo absoluto (y no

relativo) en(- 2,- 16) .

Por ultimo, resuelve en el pizarron el problema de la actividad 3 con las estrategias que
hayan empleado los estudiant&n el caso que ningun equipo haya logrado alguna
solucién,la docente intenta con preguntas disparadoras que el grupo pueda alaibar a
misma: ¢podemos hacer un diagrama o esquema de la situacion? ¢qué variables
intervienen? ¢ qué datos tenemos? ¢cOmo podemos expresar esos datos en términos de

nuestras variables? ¢ qué debemos averiguar?

Un diagrama de la situacion asignando nombre gdeables intervinientess
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e

Definimos y el ancho del tablero yel largo.El dato del uso de toda la cirdasponible
nos indica qux+2y=4Y x+y=2 (3)
El area del tablero esta dada gbF X.y (4)

Si queremos obtener cudles son las dimensiones queald@blero lamayor area,
podemos despejar en la ecuaci8nuna variable en funcion de la otra y reemplazarla en

(4): A(X) = X(2- X).Esta es una funcién cuadratica con vérticflel) con concavidad

hacia abajo. Por lo tanto, el tablero que tiene mayor area es un cuadrado dentatiou

Graficamente:
A{zei'-
[ 1 ! 1 1
WL rrmmnnns L rnmes o s 2
[ 1 | | 1
1 I 1 3 1
ogkt----=--- (157 o N | SIS, J*-\‘:.-\(X)___:-
;
L o o e .o o o g Ko :-
[ |
- 1
0.4 e o O T e J. -------- '
L . !
1 1
\'.‘ 3._ ______________ N A - ---- -
1 ! 1
1 I ]
1 | 1 -
.'\;-: ln 15 20 )
Y- ™~ L “

La docente puedemedianteregistro numérico armar diferentes rectangulos e ir
calculando como varia el area de cada uno, visualizando esto ultimo en la funcion
graficada.

Por ejemplo:
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Ancho (X en metros) 0.5m 0.8 m 1m 1.4 m 1.9m

Alto (y en metros) 1.5m 1.2m 1m 0.6 m 0.1m

Area (enmetros cuadrados) 0.75nf | 0.96 nt 1n? 0.84m | 0.19 nt

5.2.5.2Sesion 2. Actividades de exploracion. Grupo 2
Programamosnedia hora para resaién por parte de los alumnosnedia hora para la
puesta en coman.
Este grupo de actividades se realiza luego desgpkquemos! concepto de derivada y
su interpretacion geométrica. Desde la unidad de limite funcional trabajamos los
conceptos de razon de caminediae instantanea, por lo que el concepto de derivada se
interpreta, desde el punto de vista variacional, como la tasa de variacion instantanea de
una funcién en un punto y, en el caso de la funcion espacio recorrido, como velocidad
instantaneaDecidimos no daorientacion en la resolucion ya que las mismaarraobre
temas desarrollados en clase y trabajados en diferentes situaciones.
Las dos actividades son extraidas de Dolores (2000) a las cuales les agregamos en la

consigna justificar la respuesta elegida.
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Actividad 1. El siguiente es ajrafico de cierta funciény su recta tangente en el pur

de abscisax = 2. Contestaindicando la opciororrecta. Justificar la respuesta

A) ¢Cudl es el valor dé (2) ?
a4 b)3 ¢l d)2
B) ¢ Cual es el valor de la derivadaer 2?
a4 b) 3 cl d)2
C) ¢Cual es el valor de la derivadaer 4?

a1l bl 0 d)2

Pretendemos que el alumno, dada la recta tangente a una curva en un pegistren
grafico, pueda interpretar su pendiente como la derivada en dicho punto. Para esto debe

calcular la pendiente de la recta, en este cason =-1 y vincular este valor con

f'(2). También buscamos indagar sobre el reconocimienfud®sde derivada cero,

en este casox=4. La interpretacion geométrica es de suma importancia cuando
realzamos actividadesle descubrimiento, en las cuales el alumno debe relacionar el
signo de la derivada primera (pendiente de la recta tangente) con el crecimiento o
decrecimiento de la funcién. Por otro lado, es necesario reconocer puntos de derivada
cero ya que son posibléR de la funcion estudiad&onsideramos, por experiencia
propia y por los resultados de varias investigaciones, que la dificultad mayor esta en la
determinacion de la derivada como pendiente de la recta tangente (parte B). En general
los alumnos a esta menta contestan con la imagen respecto a la recta del punto en

cuestion, en este caso el valor 2.
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Actividad 2: la distancia que recorren los cuerpos en caida libre esta
aproximadamentpor la funciéns(t) =5t*, dondes esta en metros  en segundos

Marcar la opcién correcta en cada item vy justificar la respuesta:

A) ¢Cual es la distancia que recorre un cuerpo en el primer segundo?
aylm bpm c)®dHm d)10m

B) ¢Cuanto cambia la distancia que recorre un cuerpo efdfte @° segundo?
aylm bpm c)15m d)10m

C) ¢Cual es la velocidad del cuerpo entre el 1° y 2° segundo?

a)bms b)20m/s c¢)15m/s d) 10m/s

D) ¢Cuél es la velocidad del cuerpo exactamente en el pgaggando?

a)b5m/s b)) 10 m/s c) 15 m/s d) 4 m/s

Con esta actividad pretendemos evaluar si el alumno reconoce y diferencia la imagen de
la funcién en un punto, el cambio de la variable dependiente en un determinado intervalo,
la razon de cambio media (velocidad media) y la razon de cambio instantdoeialdde
derivada) desde etgistro analiticoCuatro conceptos fundamentales a la hora de trabajar
con funciones como modelos matematicos de variacion y PO. Esperamos mayor
dificultad en los items C) y D).

Finalizado el tiempo destinada docente procede a la puesta en comigsuBlve la
actividad 1 con las respuestas de los alumnos. El item B es el mastionéiomo
explicamos en apartados anteriores.

En el caso de la actividadl2 profesoraconfirma la diferencia@ntre cambio, razéde
cambio medigo velocidadmedig y razén de cambio instantanea (o velocidad en este

caso).Como resumerealiza el gyuiente cuadro en el pizarrén:
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Cambiode las Razon de cambio Derivada o razén de

variables media cambio instantanea

Funcién Dx=X, - X, =% m :!i’xr_n()%: (%)

y=1(x (independiente)

Dy=1(x)- f(x)

pendiente de la rect pendiente de la rect

secante que pasa p tangente erx = X,

(dependiente) (% (%)), (% f (%))

_Ds
Dt

Funcion Dt=t, - t, v

m

s=s() (independiente)

posicion en DS:S(tl)- S(to)
el tiempa

velocidad media en € velocidad instantang

intervalo en

(dependiente) It t]
00t

5.2.5.3Sesion 3. Actividades de descubrimiento. Grupo 1.
Prevemosmedia hora de introduccion y repaso, dos horasedia de trabajo de los
alumnos yuna hora para la puesta en comun.
El propoésito que pretendemos lograr por parte de los alumnos es que puedan descubrir,
mediante situaciones de variacion en diversos contextos y registros de representacion,
coémo la razon de cambinediay la derivada nos permiten conocer caracteristicas de la
funcion y su gréfica, en este caso IC e Tembién intentamos que reconozeafores
del dominio con derivada cero que d6R. Esta nocion no se formalizm esta sesion
sino queconstituye epurto de partida para el otro grupo de actividades.
La profesor repasa los conceptos ya estudiados en clase y trabajados en la actividad
anterior mediante preguntas a los alumnos y a través de la resolucién en forma conjunta

con ellosdel siguiente ejempléadaptacion de un problema extraido de Thomas (2006)):
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